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AVERTISSEMENT 


DE LA PREMIERE EDITION (4887). 


Vers la fin de sa trop courte carriere, Sturm, cé- 
dant aux instances de ses nombreux amis, s était 
décide a publier ses Cours d’Analyse et de Meéca- 
nique. Mais comme I’état de sa santé ne lui permet- 
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu’exige 
impression d'un livre de science, surtout dans une 
premiere édition, il avait bien voulu accepter mes 
bons offices pour la révision du texte et la cor- 
rection des épreuves. Eleve de Sturm, honoré en 
toutes circonstances de ses précieux conseils et de 
son bienveillant appul, j’avais saisi avec empresse- 
ment cette occasion de lui témoigner ma reconnais- 
sance, lorsque sa mort vint interrompre l'entreprise 
a peine commencée, et me laissa seul chargé d’un 
travail que j’aurais été si heureux d’accomplir sous 
sa direction. 

Je dois maintenant 4 la mémoire de Sturm d’en- 
trer dans quelques détails sur la maniere dont j’ai 
compris l’exécution de ses derniéres volontés. 

Le Cours d’Analyse, pour ne parler que de |’ou- 
vrage dont je publie aujourd’hui le premier volume, 
est la reproduction des Lecons faites par l’auteur a 
l’Ecole Polytechnique, et rédigées en premier lieu 


XII. AVERTISSEMENT DE LA PREMIERE EDITION. 


par quelques éléves de cette Ecole. Ces rédactions 
rendaient assez fidelement, dans leur ensemble, la 
pensée de Sturm, et je les ai reproduites en grande 
partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle 
elles avaient été composées, il s’y était glissé de nom- 
breuses fautes de calcul ou de langage, qu’il m’a 
fallu faire disparaitre. A cet effet, je me suis servi 
des cahiers de Sturm, dans lesquels j’ai trouvé un 
programme trés-détaillé de son Cours, et quel- 
quefois des théories entierement rédigées par lui; 
j'ai profité en outre des corrections ou additions 
qu’il avait indiquées en marge de quelques exem- 
plaires des feuilles lithographiées. Enfin, confor- 
mément & l’intention clairement manifestée -par 
Sturm, j’ai supprimé de nombreuses répétitions, 
indispensables dans un cours oral, mais inutiles dans 
un livre ot elles peuvent étre suppléées par des ren- 
vois. J’aurai atteint le but de ce modeste travail, si 
l’on retrouve dans le texte que je publie les qualités 
qui avaient fait une place si remarquable 4 Sturm 
parmi les professeurs. 


E. PRrRovHet, 





AVERTISSEMENT 


DE LA NOUVELLE EDITION. 


Le texte de cette nouvelle édition a été soigneu- 
sement revu et amélioré dans une multitude d’en- 
droits par une comparaison attentive avec les ma- 
nuscrits de l’auteur et les divers tirages des feuilles 
autographiées. L’ordre des matitres est resté le 
méme. Chaque Lecon est suivie d’un certain nombre 
d’exercices tirés des papiers de Sturm ou emprun- 


a 


tés a l’excellent ouvrage de M. Frenet (*). Enfin 
quelques Notes, destinées & compléter certaines 
parties du Cours, sont ajoutées & la fin du second 
volume. Nous espérons gue sous sa forme actuelle 
ouvrage de Sturm continuera d’étre, comme |’a dit 
M. Brassinne, « un guide excellent pour tous ceux 
qui voudront étre initiés le mieux et le plus vite 
possible 4 la connaissance de |’Analyse infinitési- 
male (**). » 
E. P. 


(*) Recueil d’Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Frenet, pro- 
fesseur a la Faculté des Sciences de Lyon; 3° édition, in-8, 1873 ; librairie 
Gauthier-Villars. 

(**) Bulletin mathématique de Terquem, t. III (1857), p. 61. 
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LA VIE ET LES TRAVAUX 


DE Cu. STURM. 





Cuanzes Srunm naquit 4 Genéve, alors chef-lieu 
département du Léman, le 6 vendémiaire an XII (22 s 
tembre 1803). Sa famille, qui appartenait la relig 
protestante, était originaire de Strasbourg et avait qu 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement par 
ses ancétres deux hommes célébres au xvi° siécle, Jacq 
Sturm, président (stadt-meister) de la république 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette v 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, dip 
mate, théologien, dont le nom se trouve mélé a tou 
les querelles littéraires, politiques et religieuses de : 
époque. 

Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispc 
tions extraordinaires, et il obtint au collége de nombrc 
succés dans toutes les parties de ses études. Il apprit a 
une égale facilité les langues anciennes et modernes 
littérature, Vhistoire. On nous a méme rapporté q 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucc 
d’imagination et de sensibilité. Mais, 4 mesure qu’il av. 
gait en age, il donnait une préférence de plus en p 
marquée aux études scientifiques. 

Srcas.—daz,, |. bo 


NOTICE. 
‘urm quitta le collége en 1818 pour suivre les cours 
savants de l’Académie de Genéve. I y eut pour 
esseurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné- 
Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géométre 
aent, avait pour son éléve une vive affection ct se plai- 
4 lui prédire un brillant avenir, Il eut le bonheur de 
e assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser. 
n 1819, un grand malheur vint frapper Sturm et le 
tre aux prises avec les nécessités de la vie. Sun pére 
wut dans la force de l’age, ne !aissant aucune fortune 
yeuve et 4 quatre enfants, dont Charles était l’ainé. 
r venir au secours de sa mére, qu'il aimait ten- 
nent, Sturm, quoique bien jeune, se livra a l’ensei- 
nent et commenga par donner des legons particu- 
2s. En 1823, il entra comme précepteur dans la fa- 
e de Broglie, ot il fut chargé de l'éducation du frere 
radame de Broglie, fils de la célébre madame de Staél. 
emeura quinze mois dans cette respectable famille, 
til eut beaucoup a se louer. 
turm accompagna son éléve a Paris, vers la fin de 
3. En route, il Jia connaissance avec un bibliothécaire 
Jijon qui conduisait son fils 4 Ecole Polytechnique.* 
messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
‘gonne, ot Sturmm avait déja inséré quelques bons 
cles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
‘oyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de 
tesses. A vingt ans, de parcilles rencontres, premiéres 
sd’une célébrité naissante, ont un charme tout parti- 
er qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs 
a vie. 
turm aimait A se rappeler cette ¢poque. Il était alors 
vre et presque inconnu. Mais il avait la conscience 
a force, et son existence modeste était embellie par 
pérance, ce bien souvent préférable au but le plus 
2mment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il 
. mére, en relation avec des hommes trés-savants et 


NOTICE. | XVII 
trés-distingués. Il faut tacher de m’élever 4 peu présa leur 
niveau. » 

Ce premier séjour 4 Paris fut de courte durée, 
Sturm y revint un an aprés avec son ami d’enfance, 
M. Daniel Colladon, aujourd'hui professeur al’ Académie 
de Genéve et physicien distingué. De 1825 4 1829, les 
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérauces, leurs joies et leurs peines. Le 
11 Juin 1827, une haute distinvtion venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathéma- 
tiques proposé par |’Académie pour le meilleur Mémoire 
sur la compression des liquides. 

Sturm était venu a Paris avec une lettre de recom- 


mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L’éminent 


professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une pro- 
fonde reconnaissance, et ]ui procura des relations utiles. 
MM. Arago, Ampére et Fourier suivaient avec intérét 
les travaux de Sturm et de son ami. Je n’ai pas besoin 
de dire que les jeunes savants étaient obligés d’abandon- 
ner parfois la haute théorie pour des occupations moins 
relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la pré- 
voyante amiti¢é embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur gnvoyer des éléves. 

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géométres, dont la réputation commen- 
cait 4 se faire jour, et qui ont tenu depuis ce qu ils pro- 
metiaient alors. L’illustre savant les initiait 4 ses travaux 
de prédilection et les entrainait dans la route ou il avait 
fait de si importantes découvertes. Sturm subit !’heu- 
reuse influence de ce maitre vénéré, dont il ne parlait 
jamais qu’avec émotion. II dirigea ses recherches vers la 
théorie de la chaleur et l’analyse algébrique. C’est en étu- 
diant les propriétés de certaines équations différentielles 
qui se présentent dans un grand nombre de questions de 
physique mathématique, qu'il trouva son célébre théo- 

b. 
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ny NOTICE. 

e. Cette découverte, publiée en 1829, fit sensation et 
ta son auteur au rang des premiers géométres. 

turm accucillit avec joie la révolution de Juillet, 
s laquelle il crut voir l’'avénement définitif d'une sage 
rté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
permettant d’entrer dans 1’Instruction publique, dont 
ualité de protestant l'avait éloigné pendant la Restau- 
on. La haute protection de M. Arago le fit nommer, a 
n de 1830, professeur de Mathématiques spéciales au 
ége Rollin. 

Vest de cette époque que date son amitié avec M, Liou- 
2, amitié qui a duré jusqu’a sa mort. 

we 4 décembre 1834, l’Académie des Sciences l’honora 
grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
programme, ¢tre décerné a l’autcur de Ja découverte 
‘lus importante publiée dans les trois derniéres an- 
s. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
ieptembre 1833, était relatif a la théorie des équations. 
in 5836, Sturm fut nommé Membre de l’Académie 
Sciences, en remplacement de M. Ampére, par 
voix sur 52 votants. 

‘ntré & l'Ecole Polytechnique en 1838, comme répé- 
ar d’Analyse, Sturm devenait deux ans plus tard 
fesseur a cette Ecole. Dans la méme année (1840), 
senté en premiére ligne par le Conseil académique et 
la Faculté des Sciences, il occupait 4 la Sorbonne la 
ire de Mécanique, laissée vacante par la mort de 
sson. 

turm était, en outre, officier de la Légion d’hon- 
r (1847), Membre de la Société Philomathique, des 
démiesde Berlin (1835) etde Saint-Pétersbourg (1836), 
a Société Royale de Londres (1840). Cette derniére lui 
it décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur 
Squations. 

turm se montrait digne de tous ces honneurs par son 
:a remplir ses diverses fonctions. Doué d’une con- 
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stitution naturellement forte, il pouvait compter sur 
longue carriére et de nouveaux succés. Malheureusemr 
-vers 1851, sa santé subit une altération profonde 
suite d’une trop forte application 4 des recherches d 
ciles, et il fut obligé de se faire remplacer @ la Sorbo 
et 4 I'Ecole Polytechnique. Il reprit ses cours a la fir 
1852, mais il ne se rétablit jamais complétcment. Ma’ 
les soins de sa famille, qui retardérent mais ne pur 
arréter les progrés du mal, il succomba le 18 déc 
bre 1855, a ’age de cinquante et un ans, 

Sturm n’était pas seulement un homme de talent, 
tait aussi un homme de coeur, bon pour sa famille, 
pour ses amis, dont le nombre était grand. «J'ai beaue 
damis, » disait-il avec un naif orgueil, et cette par 
qui chez tout autre aurait passé pour une exagérati 
était rigoureusement vraic. A ceux que j’ai déja ci 
jajouterai, sans prétendre 4 une énumération comp! 
MM. Lejeune-Dirichlet, Ostrogradsky, Brassinne, ( 
sanac, Catalan. M. Faurie, d’abord éléve, devenu ens 
Yami intime de Sturm, mérite une mention spéc 
pour le dévouement dont il a fait preuve dans les circ 
stances les plus pénibles. 

Dans sa prospérité, Sturm n’oubliait pas les jc 
difficiles et le généreux appui qu'il avait regu de MM. / 
pére, Fourier, Arago. Il se plaisait 4 venir en aide 
jeunes gens qui débutaient dans la carri¢re des scien 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu’i 
connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle « 
vaincue, il révélait tout le charme d’un esprit fin et or 
nal, Il était passionné pour la musique des grands r 
tres, et nous tenons de lui qu’a une époque of ses 
sources étaient bien faibles, i] s’imposait des privati 
afin de pouvoir entendre les chefs-d’ceuvre de Rossin 
de Meyerbeer. 

Comme professeur, Sturm se distinguait par la cl 
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igueur. On lui doit beaucoup de démonstrations 
euses qui, répandues par ses éléves, ont ensuite 
Jans les livres dont les auteurs ont presque tou- 
rublié de le citer. Mais il était riche, point avare, 
réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il 
at, de ces petits objets! et combien peu m’ont été 
tés par d’honnétes ouvriers! A la longue, cepen~ 
e total peut faire, comme on dit, une perte consé- 
» 





qualités de Sturm étaient bien appréciées par la 
se intelligente qui suivait ses legons, « On admirait, 
a de ses éléves (*) (et j’ajouterai : ’'on aimait), cet 
e supéricur s’étudiant a s’effacer, pénétrant dans 
lithéatre avec une timidité excessive, osant A peine 
er son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré- 
1 pendant ses legons, ct on pouvait dire de lui 
2 d’Andrieux, qu'il se faisait entendre 4 force de se 
‘couter, tant est grande l’influence du génie! » 

in, pour achever de faire connaitre l'homme émi- 
ue nous yenons de perdre, nous citerons encore les 
s touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou- 
le jeudi 20 décembre 1855. 





« Messteurs, 


ce géométre supérieur, l’homme excellent dont nous 
pagnons les restes mortels, a été pour moj, pendant 
sing ans, un ami dévoué; et par la bonté méme de 
mitié, comme par les traits d’un caractére naif uni 
de profondeur, il me rappelait le maitre vénéré qui 
é mes premiers pas dans la carriére des mathéma- 
, Villustre Ampére. 

turm était a mes yeux un second Ampére : candide 
e lui, insouciant comme lui de la fortune et des 











« Regray-Belmy, ancien éléve de I’Ecole Polytechnique. Voir le 
130 décembre 1855. 





cal 


NOTICE. | XXxI 
vanités du monde; tous deux joignant a l’esprit d’inven- 
tion une instruction encyclopédique; négligés ou méme 
dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais 
exercant une haute influence sur Ja jeunesse. des écoles, 
que le génie frappe; possédant enfin sans l’avoir désiré, 
sans le savoir peut-étre, une immense popularité. 

» Prenez au hasard un des candidats 4 notre Ecole Po- 
lytechnique, et demandez-lui ce que c’est que le théo- 
réme de Sturm : vous verrez sil répondra! La question 
pourtant n’a jamais été exigée par aucun programme : 
elle est entrée d’elle-méme dans l’enseignement, elle s’est 
imposée, comme autrefois la théorie des couples. 

» Par cette découverte capitale, Sturm a tout 4 la fois 
simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résultats 
nouveaux, les éléments d’Algébre. 

» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire 
d’importantes recherches sur la Mécanique analytique et 
sur la Mécanique céleste, que notre confrére a données, 
par extraits seulement, dans le Bulletin des Sciences de 
M. Férussac. 

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations 
différentielles et a différences partielles, propres aux 
grands problémes de la Physique mathématique, ont été 
du moins publiés en entier, grace 4 mon insistance. « La 
» postérité impartiale les placera a cété des plus beaux 
» Mémoires de Lagrange » {*). Voila ce que j’ai dit et 
imprimé il y a vingt ans, et ce que je répéte sans crain- 
dre qu’aujourd’hui personne vienne me reprocher d’étre 
trop hardi. 


» Sturm a été le collaborateur de M. Colladon dans 


des expériences sur la compressibilité des liquides que. 


cadémie a honorées d’un de ses grands prix. 
l’ Acad hono d p 


(*) M. Liouville s’exprimait ainsi dans an Mémoire lu 4 l’Académie des 
Sciences le 14 décembre 1836, et cependant Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décés d’Ampére. Un pareil fait, assez rare 
dans Vhistoire des luttes académiques, porte avec lui son éloge. 


* 
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XXII NOTICE. 


_ » Nous lui devons un travail curieux sur Ja vision, un 

Mémoire sur ]’Optique, d’intéressantes recherches sur la 
Mécanique, et en particulier un théoréme remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d’un chan- 
gement brusque dans les liaisons d’un systeme en mou- 
vement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais, bien qu’il y ait de quoi suffire a plus d’une ré- 
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera, les amis de notre 
| confrére savent que Sturm est loin d’étre 1a tout entier, 
a méme comme géomeétre. Puissent Jes manuscrits si pré- 
a | cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d’ceuvre que nous avons tant 
admirés. 

» L’originalité dans les idées, et, je le répéte, la soli- 
dité dans ]’exécution, assurent 4 Sturm une place 4 part. 
Ii a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces 
vérités destinées a traverser les siécles sans changer de 
forme, et en gardant Je nom de J’inventeur, comme le 
cylindre et la sphére d’Archiméde. 

» Et la mort est venue nous |’enlever dans la fleur de 
Page! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Gépel, Eisen- 
stein, Jacobi. . 

» Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu'il faut plaindre. 
Kchappée aux angoisses de cette vic terrestre, ton Ame 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, 
et ton nom vivra autant que la science. 

» Adieu, Sturm, adieu. » 
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LISTE BIBLIOGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE STURM. 


ANNALES DE MATHEMATIQUES DE GERGONNE. 


4. Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du probl 
des courbes de poursuite. 
Solution d’une question proposée par Je rédacteur. 


2, Ibid., p. 314. — Déterminer en fonction des cbtés dun « 
drilutére inscrit au cercle ; 1° Vangle de deux edtés oppo. 
2° Vangle des diagonales. 


3. Tome XIV (1823-24), p. 13. — Etant donnés trois poin 
un plan, trouver dans ce plan un point tel, que la somme de 
distances aux trois points donnés soit un minimum. 

Sturm, sans résoudre le probléme par des formules explic 
démontre, & l'aide de considérations empruntées a la Mécani: 
plusieurs propriétés du point cherché. Il généralise ensuite le 
bleme. 


4. Ibid., p. 17. — Démonstration analytique de deux théore 
sur la lemniscate. 

Démonstration de deux théorémes énoncés par M. Talbot, | 
cernant exces fini de l'asymptote d’une hyperbole équilatére si 
quart de cette courbe. 


8. Ibid., p. 108. — Recherches analytiqnes sur une classe 
problémes de Géométrie dépendant de la théorie des maxim 
des minima. 

Maximum et minimum d'une fonction des distances d’un p 
variable 4 d'autres points dont les uns sont fixes, les autres a 
jettis & se trouver sur des courbes ou sur des surfaces données. 


6. Ibid., p. 225. — Démonstration de deux théorémes sur 
transversales. 


7. Ibid., p, 286. — Lieu des points desquels abaissant des , 
pendiculaires sur les cbtés d’un triangle et joignant les pied 
ces perpendiculaires, on obtienne un triangle d’aire constante. 


8. Ibid., p. 302. — Recherches de la surface courbe de ch 
des points de laquelle menant des droites & trois points fixes, 
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droites déterminent sur un plan fixe les somimets d’un triangle 
dlont l’aire est constante. 


9. Ibid., p. 381. — Courbure d’un fil flexible et inextensible 
dont les extrémités sont fixes et dont tous les points sont attirés ct 
repoussés par un centre fixe, suivant une fonction déterminée de 
la distance. 


4). Ibid., p. 390. — La distance entre les centres des cercles 
inscrits et circonscrits a un triangle est moyenne proportionnelle 
entre le rayon du circonscrit et V'excés de ce rayon sur le diamétre 
de Vinscrit. . 


44. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de quatre 
théoremes sur Vhyperbole. . 


12. Ibid., p. 205. — Recherches sur les caustiques. 

Cas ot la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux milieux est 
une circonférence. Propriétés des ovales de Descartes. 

Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous ait laissé 
Sturm et montre ce qu'il aurait pu faire dans ce genre s'il lavait 
cultivé. 

13. Ibid., p. 250. — Théorémes sur les polygones réguliers. 

Démonstration et généralisation d’un théoréme de Lhuilier. 


14. Ibid., p. 309. ~— Recherches analytiques sur les polygones 
rectilignes plans ou gauches, 


48. Ibid., p. 238. — Recherches d’analyse sur les caustiques 
planes. 

Relations entre les longueurs des rayons incidents et réfractés 
correspondants, prises, l'une et l’autre, depuis le point d’incidence 
jusqu’a ceux ot ces rayons touchent leurs caustiques planes. Recti- 
fication des caustiques planes. 


16. Tome XVI (1825-26), p. 265. — Mémoire sur les lignes du 
' second ordre, (Premiére partie. } 

Propriété des coniques qui ont quatre points communs. Pdles et 
polaires. Théorémes de Pascal et de Brianchon. 


47. Tome XVII (1826-27), p. 173. — Mémoire sur les lignes du 
second ordre. (Deuxiéme partie.) 

On y trouve les deux théorémes suivants, qui sont une généralisa- 
tion de celui de Desargues : 

Quand deux coniques sont circonscrites a un quadrilatere, si Von 
tire une transversale quelconque qui rencontre cette courbe en 
quatre points et deux cétés opposés du quadrilatére en deux autres 
points, ces six points sont en inoolutian 


- ee mee i ee 
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Quand trois coniques sont circonscrites a un méme quadrilatere, 
une transversale quelconque les rencontre en six points qui sont en 
involution. 
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BULLETIN DES SCIENCES DE FERUSSAC. g 
Sturm a rédigé, en 1829 et 1830, la partie mathématique de ce ad a 
Bulketin, | oo _ aa: 
18. Tome XI (1829), p. 419.'— Analyse d’un Mémoire surla.  . " oo 
résolution des équations numériques. (Lu a |’Académie des Sciences __ | ae ae 
le 13 mai 1829.) | eee. 
Ce Mémoire contient le célébre théoréme de Sturm. La démons- ess 
tration en a paru pour la premiére fois dans l’4/gébre de MM. Cho- Se 
quet et Mayer (1° édition, 1832). Sturm a donné dans le méme os eye 
ouvrage une démcnstration, plus simple que celle de Gauchy, du a eae 
théoréme que toute équation algébrique a une racine. aa 
Voici comment Sturm parle de ses obligations envers Fourier : og 

« L’ouvrage qui doit renfermer l’ensemble de ses travaux sur |’ana- “AS 


lyse algébrique n’a pas encore été publié. Une partie du manu- 
scrit qui contient ces précieuses recherches a été communiquée a 
quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accorder la 
lecture, et j’ai pu l’étudier a loisir. Je déclare donc que j’aieu pleine 
connaissance de ceux des travaux inédits de M. Fourier qui se rap- 
portent a la résolution des équations, et je saisis cette occasion de 
lui témoigner la reconnaissance dont ses bontés m’ont pénétré. 
C’est en m’appuyant sur les principes qu’il a posés et en imitant 
ses démonstrations que j’ai trouvé les nouveaux théorémes que je 
vais énoncer. » 


19. Ibid., p. 422. — Extrait d’un Mémoire présenté a PAca- 
démie des Sciences (1° juin 1829). 

Extension du théoréme de Fourier et de celui de Descartes aux 
équations de la forme 


Ax® + B® +...=0, 


dans lesquelles «, 8, 7,... sont des nombres réels quelconques. 

A la fin de cet extrait, Sturm énonce quelques théorémes relatifs 
au mouvement de la chaleur dans une sphére ou dans une barre. 
Hs devaient faire partie d’un Mémoire qui parait n’avoir jamais été 
rédigé. M. Liouville les a démontrés trés-simplement dans son 
Cours du Collége de France (2° semestre 1856). Ce Cours, consa- 
eré a analyse des travaux de Sturm, nous a été trés-utile pour la 
composition de cette Notice. 
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",, p. 273. — Note présentée @ ’ Académie (8 juin 1829). 
les racines de certaines équations transcendantes. Sur les 
ides séries qui représentent une fonction arbitraire entre 
données. 

‘te a été refondue dans d'autres travaux de Auteur. 


we XII (1829), -p. 314. — Extrait d'un Mémvire sur Vin- 
Tun systéme d?équations différentielles linéaires (Pré- 

cadémie des Sciences le 27 juillet 1829.) 

2s racines des équations qui se présentont dans ’intégra- 

ystéme d’équations linéaires. Nombre de ces racines com- 

‘e deux limites données. : 
ait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire lui-méme, 

note, l’Auteur avertit que les conclusions d'un Mémoire 

(voir plus haut, n° 19) s’étendent 4 un grand nombre ; 
3 transcendantes. 


JOURNAL DE M, LIOUVILLE. 


eT (1836), p. 106. — Mémoire sur les équations diffé- 
inéaires du second ordre, (Lu & Académie des Sciences 
mbre 1833.) 

u Mémoire, dans lequel les propriétés des fonctions qui 
une équation différentielle sont étudiées sur cette équa- 


lyse de ce Mémoire a paru dans le journal /’Jnstitut du 
e 1833. Le méme journal, dans le numéro du 30 novem- 
mt une Note de Sturm, qui complete sa théorie. 


+» P. 278. — Démonstrution d'un théoréme de Cauchy. 
un avec M. Liouville.) 

‘e sur le nombre de points-racines renfermés dans un 
nné. 


+» P. 290. — Autre démonstration du méme théoréme. 
+; P. 373, — Sur une classe d’équations & différentielles 





's de la forme 
de a(s ; 
Sa de 


rent du Mémoire n° 22, 
\ssi Comptes rendus, t.1V, p. 35.) 


ell, p. 220. — Extrait d’un Mémoire sur le développe- 
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NOTICE. XXVII 


ment des fonctions en séries, etc. — En commun avec M. Liou-— 
ville ) 
(Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 675.) 


27. Tome Ill, p. 357. — Mémoire sur l’optique. 
‘Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux émanés d’un 
point et qui éprouvent une suite de réfractions ou de réflexions. 


28. Tome VI, p. 315. — Note a Voccasion d’un article de M. De- 
launay sur la surface d de révolution dont la courbure moyenne est 
constante. 


29. Tome VII, p. 132. — Note a Uoccasion @un article de 
M. Gascheau sur Vapplication du théoreme de Sturm aux tran sfor- 
mées des équations bindmes. 


30. Zbid., p 345. — Note sur un théoreme de M., Chasles. 

Démonstration nouvelle de ce théoréme: Un canal infiniment petit, 
dont les arétes curvilignes sont des trajectoires orthogonales aux 
surfaces de niveau relatives a un corps quelconque, intercepte sur 
les surfaces de niveau des éléments pour lesquels attraction exer- 
cée par le corps.a la méme valeur. 


341. Zbid., p. 356. — Démonstration d’un théoréme d’ Algébre de 
M. Syleester. 

Ce beau théoréme compléte celui de Sturm en faisant connaftre 
la maniére dont les différents restes se composent avec les facteurs 
simples de l’équation proposée. 


COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE DES SCIENCES. 


32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théoreme de Cauchy relatif 
aux racines des équations simultanées. (En commun avec M. Liou- 
ville.) 


33. Tome V, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de M, Bravais 
concernant les lignes formées dans un plan par des points dont les 
coordonnées sont des nombres entiers. 


34. Tome VII, p. 1143. — Rapport sur deux Mémoires de 
M. Blanchet relatifs a la propagation et a la polarisation du mou- 
vement duns un milieu élastique. 


35. Tome VIII, p. 788. — Note relative a des remarques critiques 
sur les travaux de M., Liouville contenues dans un Mémoire de 
M. Libri. 

36. Tome XII, p. 1046. — Mémoire sur quelques propositions 
de Mécanique rationnelle, 





ita NOTICE. 
ii les liaisons d’un systéme de points matériels en mouvement 
shangées dans un intervalle de temps trés-court, la somme des 
i vives acquises avant cet intervalle surpassera celle qui aura 
mmédiatement aprés d'une quantité égale a la somme des 
‘ vives correspondantes aux vilesses perdues dans le passage 
emier etat du systéme au second. » (Voir le N. B. ci-contre.) 
Tome XX, p. 254, 761 et 1228, — Mémoire sur la théorie de 
ton, 

iteur explique comment la vision peut étre distincte & diverses 
ces. Les rayons émanés d’un point, aprés avoir traversé les 
x inégalement réfringents qui constituent l’ceil, forment une 
e caustique. Pour que la vision soit distincte, il suffit qu’une 
de cette caustique, qui se réduit presque & une ligne mathé- 
ae et dans laquelle les rayons sont plus condensés que partout 
'3, vienne rencontrer la rétine. 


Tome XXVI, p. 658. — Wote sur Pintégration des équations 
ales de la Dynamique. 
orémes d’Hamilton et de Jacobi. 


Tome XXVIII, p. 66. — Rapport sur un Mémoire de 
:Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamétres rectilignes 
vurbes quelconques. 


MEMOIRES DES SAVANTS ETRANGERS, 


Tome V (1834), p. 267. — Mémoire sur la compression des 
es. (En commun avec M. Colladon.) 

Mémoire a remporté le grand prix de Mathématiques en 1827. 
assi été publié dans les Annales de Chimie et de Physique, 
I, p. 113. 


Tome VI (1835), p.271. — Mémoire sur la résolution des 
ions numériques. (Voir plus haut n° 48.) 
NOUVELLES ANNALES DE MATREMATIQUES. 


Tome X (1851), p. 419. — Sur le mouvement d’un corps so- 
utour d’un point fixe. 


MANUSCRITS. 


Un Mémoire trés-étendu sur la communication de la chaleur 
une suite de vases. 


Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont les dix pre- 





NOTICE, xx 


miers paragraphes seulement ont paru dans les Annales de Ge 
gonne. (Voir plus haut, n°*46 et 17.) 

Ces deux Mémoires sont en état d’étre imprimés, et M. Liouvi 
a bien voulu se charger de leur publication. 

Les autres papiers de Sturm contiennent des calculs relatifs 4 ¢ 
Mémoires déja publiés, 4 des extraits de ses lectures, et enfin & ¢ 
recherches particuliéres sur les équations. La plupart de ces calci 
n’étant accompagnés d’aucun discours, il est trés-difficile de suiy 
la pensée de ]’Auteur. On donnera des extraits de ce qu’une patier 
investigation y fera découvrir d’intéressant. 


COURS DE L'KCOLE POLYTECHNIQUE. 


48. Cours d’ Analyse de V’ Ecole Polytechnique, 1 édit. (1857-5: 
a vol. in-8. 


46. Cours de Mécanique de U’Ecole Poly technique. Paris, 18 
2 vol. in-8. 


(Extrait du Bulletin de Bibliographie, d’Histoire et de Biographi: 
mathématiques, mai et juin 1856.) 


NN. B. — C’est par erreur que l’Auteur de cette Notice a attrit 
In découverte du théoréme sur la perte de force vive rést 
isons subitement établies. Ce théoréme avait été démont 
plusieurs années avant Ia publication de M. Sturm, dans un Mémo 
de M. Duhamel, présenté & l’Académie des Sciences en 1832, et impri 
dans le XXIV° cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, en 1835 

Le Mémoire de M. Sturm a été présenté  l’Académie seulement 
1841 (Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, tome XIll, n° 
6 décembre 1841). 
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D ANALYSE. 


ee OE OED, 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


PREMIERE LECON. 
NOTIONS PRELIMINAIRES. 


Notions sur les fonctions d'une ou de plusieurs variables. — Méthode des 
limites. — Mcthode infinitésimaJe. — Diffcrents ordres d’infiniment 
petits. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


1. Avant d’exposer le but et les principes du calcul 
différentiel, il est nécessaire d’établir quelques notions 
préliminaires. 

On appelle variable une quantité qui prend successi- 
vement différentes valeurs, et constante celle qui con- 
serve une valeur fixe dans le cours d’un méme calcul. La 
nature de la question dont on s’occupe indique quelles 
sont les quantités variables et les constantes. 


2. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que 
prend une autre variable, la premiére est dite une fonc- 
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités 
qui varient ensemble sont fonctions l'une de l'autre, lors- 
qu’on sait qu’ chaque valeur de l’une d’elles correspond. 
une valeur déterminée de l'autre, quand méme Ja rela- 


Stuim. — 4n., I. I 
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tion qui existe entre elles ne serait pas connue ni méme 
susceptible d’étre exprimée analytiquement. 


3. On nomme variable indépendante celle a laquelle 
on donne des valeurs arbitraires, et fonction la variable 
qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi l’aire d’un 
cercle, d’une sphére, est fonction de son rayon; le temps 
de l’oscillation d’un pendule est fonction de sa longueur. 

Une quantité peut étre fonction de plusieurs variables 
indépendantes; par exemple, le volume d’un cylindre 
droit 4 base circulaire est fonction de sa hauteur et du 
rayon de sa base. 

Les quantités variables sont ordinairement représentées 
par les derniéres lettres de l’alphabet x, y, z, etc.; les 
constantes le sont par les premiéres a, 6, c, ete. 

Quand on veut indiquer différentes fonctions d’une 
variable x, sans en spécifier la nature, on emploie les 
symboles f (x), o(x), F(x),.... Si Fon donne’a x une 
valeur particuliére a, le résultat de la substitution de a a 
la place de x dans f (x) est indiqué par f(a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par 
les notations f(x, y, 2), 9(%, 7, 7), F(x, ¥,2),---- 
On indique par f (a, 5, c), p (a, 6, c), F(a, 4, c),... les 
résultats que l’on obtient lorsqu’on met a, 5, ¢ a la place 
de x, y, zdans ces fonctions. 


4, Une fonction d’une seule variable peut étre repré- 
sentée géométriquement. 

Il suffit pour cela de considérer la variable indépen- 
dante x comme une abscisse et la fonction y comme I’or- 
donnée correspondante de la courbe plane définie par 
Péquation 

=f (x). 
Ordinairement cette courbe est continue, c’est-a-dire 
que, pour des valeurs de x qui varient par degrés insen- 
sibles, lordonnée varie aussi par degrés insensibles; 
y est alors une fonction continue de x. 
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On peut de méme représenter par une surface une 
fonction de deux variables indépendantes ; mais une fonc- 
tion de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de 
variables indépendantes, n’est pas susceptible d'une re- 
présentation géométriqne. 


5. On dit qu'une fonction est explicite quand elle est 
exprimée iminédiatement au moyen de la variable ou des 
variables dont elle dépend, de sorte qu’on peut obtenir sa 
valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations 
indiquées avec précision. Ainsi 


yout yxe—a’, yu, 


sont des fonctions explicites de x. 

On nomme fonctions implicites celles qui sont liées 
aux variables dont elles dépendent par des équations non 
résolues, ou par des conditions quelconques qui ne sont 
pas exprimées analytiquement; telle est y dans l’équation 


yy? — 227 + 22?— ao. 


La fonction deviendra explicite si Yon tire sa valeur de 
Péquation, et lon aura 
g ) 


y z= ark a? — 2. 


METHODE DES LIMITES, 


6. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable approchent indéfiniment d’une quantité fixe et dé- 
terminée, de maniére a n’en différer quaussi peu qu'on 
voudra, cette quantité fixe est appelée da limite des va- 
leurs de la variable. Citons quelques exemples. 

La surface d’un cercle est Ja limite vers laquelle ten- 
dent les aires d’une suite de polygones réguliers inscrits, 
quand le nombre de leurs cétés devient de plus en plus 
srand. En effet, on démontre en Géométrie que l’aire 
d’un polygone régulier inscrit dans un cercle peut différer 

I. 
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de l’aire de ce cercle d'une quantité aussi petite que |’on 
voudra, pourvu que le nombre des cétés soit suflisam- 
ment grand. I} faut bien remarquer qu'il n’est pas néces- 
saire pour cela de démontrer que l’aire du polygone 
régulier inscrit va constamment en augmentant avec le 
nombre de ses cétés. 

De méme, si l’on considére un arc et son sinus, le rap- 


sin. . e e ? e eo e o 
port ——>» toujours moindre que l’unité, peut en différer 
* 


d’aussi peu qu’on le voudra, pourvu que l'on donne a 
l’arc des valeurs suflisamment petites. Donec la limite de 


sina 





est ’unité, quand x décroit indéfiniment. 


On remarquera bien encore qu'il n'est pas nécessaire 
de démontrer, et méme on ne le démontre pas ordinaire- 


sina . 
ment, que le rapport —— va en augmentant continuelle- 


ment quand x, plus petit qu'un quadrant, diminue indé- 
{iniment, 


e e ra ¢ 
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme —» pour 
o 
une certaine valeur de Ja variable, ont souvent des limites. 


+ sing . 
Nous en avons un exemple dans le rapport ——; qui de- 


e Oo ° e e ar} 
vient — pour x= 0, et quia pour limite l’unité. De méme 


l’expression 


Oo e e 
prend, pour x =a, la forme ~ Toutefois, si l’on donne 


a x des valeurs différentes de a, niais qui s’en approchent 
successivement, les valeurs de y sont déterminees et égales 
d’ailleurs aux valeurs de l'expression 


z4+axr-t a? 
zr-+a 


2a— 
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Or, 4 mesure que x s’approche de plus en plus de a, cette 
derniére expression différe de moins en moins de 


a a 
2@a-—- —— ou —e 
2 ; 2 


e e a 
La limite des valeurs de y est donc > 


8. Une quantité variable peut s’approcher indéfini- 
ment d’une limite en restant toujours plus petite ou tou- 
jours plus grande que cette limite; mais il peut se faire 
qu'une quantité variable devienne alternativement plus 
grande et plus petite que Ja limite vers laquelle elle tend, 
en oscillant, pour ainsi dire, de part et d’autre. 


Ainsi le rapport =- tend vers zéro quand 7 croit in- 
définiment. En méme temps, toutes les fois que x devient 
écsal 4 un multiple de Ja demi-circonférence, aoe de- 
vient 0, et change de signe. 


9. Si deux quantites qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles, dans tous les états 
de grandeur par lesquels elles passent, et si l’on sait que 
L’une d’elles tend vers une limite, il est evident que 
Pautre tend aussi vers la méme limite ou vers une limite 
égale a celle-la. C'est 1a le principe.de la méthode des 
limites dont on fait un si grand usage dans toutes les par- 
ties des mathématiques. 

Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure Ic 
produit de sa circonférence par Ja moitié de son rayon; 
en désignant respectivement par a, p, rl'aire, le péri- 
métre et l’apothéme d’un polygone régulier inscrit dans 
le cercle, ona 


I 
a=PX573 


I e e e 
oraelp>X<-—rsont des quantités qui varient avec le nom- 


bre des cétés, mais qui restent toujours ézales entre elles- 
C8, g i] 3 ‘ 
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's limites sont donc égales. Si A, C, R désignent res- 
ivement J’aire, la circonférence et le rayon du cercle, 
stla limite de a, C celle de p et R celle de r: donc 


A=CxiR. 
2 


METHODE INFINITESIMALE. 


0. Lorsqu’une quantité variable prend des valeurs de 
sen plus petites, de maniére qu’elle puisse devenir 
ndre que toute quantité donnée, on dit qu'elle de- 
it infiniment petite. Ainsi la différence entre V’aire 
acercle et celle d’un polygone inscrit peut étre rendue 
niment petite en augmentant le nombre des cétés, La 


tion devient infiniment petite quand x 
oa +3 


2a 
ad des valeurs de plus en plus grandes. 

Ine quantité infiniment petite ou un infiniment petit 
itdonc pas une quantité déterminée, qui ait une valeur 
telle assignable : c’est au contraire une quantité es- 
tiellement variable qui a pour limite zéro. 


1. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
3 grandes, de maniére qu'elle puisse surpasser toute 
adeur donnée, on dit qu'elle devient infinie on infini- 
2t grande, et on la représente alors par le signe oo 


Roae . 
a Ainsi la fonction 


a 


_os 
yates 





ient infinie pour x = a. 

‘our des valeurs de x trés-peu différentes de a, mais 
s grandes que a, les valeurs correspondantes de y sont 
itives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites 
a, les valeurs de y sont négatives. L’infini est donc 
uf ou négatif, suivant les cas. 


2. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui ser- 
ta rendre plus aisé le calcul des quantités finies. Leur 
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emploi donne lieu 4 la résolution fréquente de ces deux 
problémes : 1° deux infiniment petits dépendant Vun 
de l’autre, trouver la limite de leur rapport; 2° trouver 
la limite d’une somme d’infiniment petits dont le nombre 
augmente indéfiniment. 

La solution de ces problémes est simplifiée dans un 
grand nombre de cas par les deux théorémes suivants : 


13. Tuéonkme I. — La limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites n'est pas changée quand on 
remplace ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 
wers Vuniié. 

Soient ¢ et 8 deux quantités infiniment petites; a’ et 6’ 


ee 1 oe o 
d’autres quantités telles, que les limites des rapports —; 
& 


B 


— soient égales 4 Vunité. On aura identiquement 


a a a 
—_— Qe reer 9 
B a’ 8 
d’ou l’on tire 
a! ’ 
. a 
lim 2 -= — lim ~ slim = == hm —. 


B a B p 


On aura de méme 


a P e 
Vor B 6B OB 
lim & = lim im Fim 5 
donc 
lim & = lim 5 = lim & 


44, On peut encore présenter la démonstration de ce 
théoréme comme il suit : 


/ 
e a e e 6 la e 
Puisque — a pour limite Punité, si l'on pose 


a’==2z-+ 4, 
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ura 
, 


a 3 
fart 5, 
@ @ 


devra tendre vers zéro, ce que lon exprime en disant 


3 est infiniment petit par rapport 4 a. 
n aura de méme 


suite, 





. Ce eee 
one, puisque = et = ont pour limite zéro, on aura 


B 





@ nouveau point de vue donne lieu 4 cet autre 
red: 


a limite du rapport de deux infiniment petits ne 
age pas quand on les remplace par d'autres qui en 
trent d’une quantité infiniment petite par rapport 
x. 


xempves. On aura, pour x = 0, 





sinz 
sin?3a 





3° lim 
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15. Tutonkme II. — La limite d’une somme d’infini- 

ment petits ne change pas quand on les remplace par 

d'autres dont les rapports aux premiers ont respecti- 

vement pour limite l'unité ou qui different des premiers 
de quantités infiniment petites par rapport deux. 


Soient a, «', a”,... des infiniment petits qui se suc- 


- cédent d’aprés une loi déterminée et dont le nombre aug- 


mente de plus en plus. Désignons, par S leur somme, et 
supposons que cette somme ait une limite finie. Soient 
B, 6’, BY,...3 e, 6’, e”,... des infiniment petits tels, que 
l’on ait : 
B —a-t as, 6’ — 2’ + a’ e’, 8” a ta 8",... 9 
on aura 
@ . 
B+ B’-+ 8” +...=S+ae+a’e+a%e”+,... 
Or, si n est la plus grande des quantités ¢, ¢’, e”,..., on 
aura, en valeur absolue, 
ae ta’s’ +076” +... <0 Sn, 

et comme 7 a pour limite zéro, il en résulte 

lim (ae + @’s’ + as” +-...)==0, 
et par conséquent 

lim (8 + 8’ + 8” +...) =S, 
ce qu'il fallait démontrer. 
16. Lrégalité 

lim(as-+a@’e’ + a%e +...) = 0 
donne lieu a ce théoréme : Si une somme d’infiniment 
petits, dont le nombre augmente indéfiniment, a une 
limite finie, la somme des produits obtenus en les multi- 
pliant respectivement par d autres infiniment petits aura 
pour limite zéro. 

Par exemple, considérons l’aire comprise entre la 

courbe plane CD, |’axe des x et les deux ordonnées CA 
et DB. Imaginons que l’on partage AB en parties de plus 
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en plus petites, telles que PP’, suivant une loi quel- 
conque, mais de maniére toute- 
fois que chacune de ces parties 
tende vers zéro. Je dis que la 
somme des rectangles tels que 
MIM’K, construits avec la dif- 
férence de deux ordonnées con- 
sécutives et l’intervalle PP’, a pour limite zéro. 


On a, en effet, 
Pe = 4B 


SMw'« = YP’; 


et comme KM est une quantit@nfiniment petite, on aura, 
en appliquant le théoréme précédent, 


DuuwK =o. 


DIFFERENTS ORDRES D’INFINIMENT PETITS. 





et 


17. Quand on considére des infiniment petits qui dé- 
pendent les uns des autres, on en prend unen particulier 
qu’on nomme infiniment petit principal, et auquel on 
rapporte les autres comme a un terme de comparaison. 
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous 
ceux dont les rapports 4 ]'infiniment petit principal ont 
des limites finies; infiniment petits du second ordre ceux 
dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre 
sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de 
suite, 

D’aprés cela, si a est un infiniment petit du premier 
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la 
forme «(p+ 8), p étant fini et @ infiniment petit. En 
général a" (p+) représentera un infiniment petit de 
Vordre de n. 


Exempves. Si l’are x est du premier ordre, sinx sera 
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cb e e sinz li a ‘ 
u premier ordre, puisque —— a pour limite 1; t— cosx 


sera du second ordre, puisque 1— cosx = 2sin*ix. 

Les théorémes I et II (n°* 13 et 15) peuvent s’énoncer 
ainsi : 

Quand on cherche la limite du rapport de deux 
quantités composées a infiniment petits de divers ordres, 
on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, 
gue les infiniment petits de Uordre le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs 
quantités infiniment petites, on peut ne conserver que 
les infiniment petits de l ordre le moins élevé (*). 


Comme application du premier théoréme, on a 


i sing + 3 sinc i sing 
re TIT El ———_ — Il. 
z+ 228 x 
Dans cet exemple, on néglige au numérateur 3 sin’ x, 
infiniment petit du second ordre, et au dénominateur 


linfiniment petit du troisieme ordre 22. 


EXERCICES. 


4. Deux points étant placés sur une courbe a une distance infini- 
ment petite du premier ordre |’un de !’autre, la distance du premier 
de ces points 4 la tangente menée a la courbe par l’autre point est 
infiniment petite du second ordre. 


2. Deux courbes ayant une tangente commune, la différence de 
leurs ordonnées, situées 4 une distance infiniment petite du premier 
ordre du point de contact, est du second ordre au moins. 


3. Théorémes analogues pour les surfaces. 








(*) « Le grand avantage que l’on retire de ces théorémes consiste en 
ce qu’ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment 
petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. I] suf- 
fit toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport ala quan- 
tité elle-méme, et il n’en résulte aucune erreur dans les résultats ot 
Von n’a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quan- 
tités infiniment petites. » DunameL, Elements de Calcul infinitésimal. 


4 
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DEUXIEME LECON. 
THEOREMES SUR LES DERIVEES ET LES DIFFERENTIELLES. 


Origine et but du calcul différenticl. — Fonction dérivée. — Propriétés 
des fonctions dérivées. — Différentielle. — Dérivées des fonctions de 
fonction. 


ORIGINE DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


18. On a été conduit a la découverte du caleul diffé- 
rentiel en cherchant une méthode générale pour mener 
des tangentes aux courbes planes représentécs par des 
équations. 

Concevons deux variables x et y liées entre elles par 
une relation quelconque, de maniére que l'une soit fonc- 
tion de l'autre, y= f(x). Considérons ces variables 
comme les coordonnées d’un point rapporté a des axes 
rectangulaires tracés dans un plan, et construisons la 
courbe AMB dont l’équation est y = f(x). Supposons 

Fig. 2. cette courbe réelle et 
continue dans une cer- 
taine étendue, et propo- 
sons-nous de mener la 
tangente au point M dont 
les coordonnées sont x 
et y. On définit ordi- 
nairement la tangente 
comme la limite vers laquelle tend une sécante, lorsque, 
cette sécante tournant autour d'un de ses points d’in- 
tersection, un second point d’intersection s’approche in- 
définiment du premier. Soit donc M’ un sccond point 
de la courbe ayant pour coordonnées x +h, y +k; con- 
sidérons la sécante M’MS, et la tangente MT qui en est 


y 








DEUXIEME LEGON. 13 
la limite. On a, dans le triangle M’MN, 
MN & 
Nn — — _ —s 
tang M’MN — MN % 
Donc 


, __k 
tangIMR = lim tangM’MN = lim 5? 
quand /& diminue indéfiniment jusqu’a zéro. 
Donc, si l’on cherche la limite du rapport des accrois- 
sements simultanés k et A des variables y et x, accroisse- 
ments liés entre cux par |’équation 


ytk=f(«eth), . 


quand ft diminue indéfiniment, cette limite sera la tan- 
gente trigonomeétrique de langle que fait avec l’axe des x 
la droite qui touche la courbe au point M. 


BUT DU CALCUL DIFFE&RENTIEL. —~- FONCTION DERIVEE. 


19. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, 
pour chaque fonction, la limite du rapport de l’accrois- 
sement de la fonction a celui de la variable, quand celui- 
ci diminue jusqu’a zéro. Cette limite, qui dépend de la 
valeur attribuée a la variable 2, mais nullement de son 
accroissement h, est appelée la fonction dérivée de la 
fonction proposce. On Ja représente par y‘ ou par f! (x). 

Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions 
simples. 

1° you2", 


m étant entier et positif. Si nous changeons x en x +-h, 
y devient y+hk, et Yon ay+h=(x+h)", d’ou 
k= (x-+ h)™— x”, ou 
k a= math mim aP2AI 4 th, 
dou 
(m—t1) 


m 
= mae ye 


-_ wr? 4. thet, 
h 1.2 
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& + sae 
Le rapport 7 se compose de deux parties, Pune indé- 


pendante de A, et l’autre dans laquelle le facteur h est 
commun 4 tous les termes; sif décroit indéfiniment jus- 
qu’a zéro, cette seconde partie pourra devenir aussi petite 
que lon voudra; done 


ok 
lim = = ma", 


h 
Ainsi, dans ce cas, 


yi sma, 


On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage 
de la formule du bindme. Posons 


z+th=X; 
on a alors 
k= X"— 2"; 


et sil’on remarque que h = X — x, on en déduit 


Ax" 

2S Ka tt Ke pat, 

a xX—sx 
Quand h diminue jusqu’a zéro, X s’approche indéfini- 
ment de x, et, comme Je dernier membre a m termes qui 
deviennent égaux 4 x"~', quand on passe Ala limite, on 

+ ok 
a bien encore lim jam. 

2° Soit une fonction entiére 

yan" + bx" + cxP +0. 0, 


Changeons xen x +h, y devient y +k, etl’on a 








ybhaale tht b(zthyte(c-Hhy+..., 


doa 





ballet hyn— an] + bi (2+ Ay—a"] 
4-e[(2 + hp—ar]+..., 
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et, par suite, 


k=a | mana + ee +...| 
n(n —r) 

+b] nath + : ate] 

+ wee. ewe ewe cc ences wc ce ee ee ace 


Divisant par f et faisant ensuite h = 0, ona 


. & 
lim i = y/ = max™ + nbs" + pexrP—' +-.... 


On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la pré- 
cédente, sans recourir a la formule du binéme. 


T 
7 


— »—m 
—_ 9 


3¢ ¥ 


m étant entier et positif. Ona 


T 


yee = Oa 


et 
I 1 a™—(a2+hy 


A= Gap a ate Php? 


d’ou, en développant et divisant par h, 


man! m (in — 1) 
1.2 


k 
4 x (2 + Ay" — 3 


gin—2 fy mee 


et enfin. passant 4 la limite, on a 


. & mam m 
lim —- = — ——_ — — . 
jh gm gmei) 
donc 
—_— m —nm— { 
=—=- eri — MX : 


d’ou I’on voit que la régle pour obtenir la dérivée de x”, 


- 
‘ 


. STU T eer e e 
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quand mm est enlier, est toujours la méme, quel que soit 
le signe de m. 


¢° ya Faas 


on a 
f= V(« +h)?—a?— V2? —a’, 


el, par conséquent, 


= erie Vc? — a? 


} 


k 
i 


e e e 6] 
or, si l’on fait h = o, cette expression prend la forme - - 
oO 


Pour faire disparaitre l’indétermination, on emploie 
un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de 
la fraction par la Somme des radicaux dont le numéra- 
teur est la différence, ct l’ona | 


—_ [vie + hP— @— V2? — a®| [Viz + h)’— a+ a? — a? | 
A h [Via + hy — a? 2? —a?| 


a — (@ + hPa 
Af (2 + h)?— a? +- yz2—a]’ 


ou 

k ont h . 

h~ ea ay— ay ea 
enfin . 
A 2x rc . 
lim - 7 = . 
2V2? — q a? — a? — ww | 
donc | 

fo x” 
7 v2? — a? 


Nous avons trouvé d'une maniere assez prompte et assez 
facile les dérivées des fonctions précédentes; mais les pro- 
cédés que nous venons d’employer seraient insuffisants 
pour des fonctions d’une forme moins simple. Le calcul’ 
différentiel va nous donner des méthodes plus générales. 


¥ 


.DEUXIEME LEGON. 19 


DIFFERENTIELLE. 


20. Soit 
x =f (2); 
donnons 4 x un accroissement quelconque A, positif ou 
négatif. Soit k l’accroissement correspondant de 7; ona 


Yrkoflx+h): 


puisque la limite de z est y', on doit avoir, quand hf n’est 
pas nul, 


A / 
, + @, 


a étant une quantité, fonction de x et de h, qui doit ten- 
dre vers zéro en méme temps que h. De 1a résulte 


k=y'h-+ah. 


Ainsi l’accroissement k de la fonction se compose de 
deux parties distinctes; la premiére y‘h est le produit de 
Paccroissement de la variable indépendante x par la dé- 
rivée de la fonction. On l’appelle la différentielle de la 
variable y, et on la désigne par dy, de sorte que . 


dy=y'h ou f'(z)h. 


La seconde partie est le produit de h par une quantité 2 
qui s’annule avec h: on ne s’en occupe pas. 

La différentielle de la variable indépendante n’est autre 
chose que l’accroissement hk. En effet, considérons la 


fonction 
yt; 
ona 
ytko=xeth; 
par suite, 
k= h, 
et enfin 


Stornu.—-daz.. I. 3 
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i, pour cette fonction de x qui est la plus simple de 
s, la dérivée est 1; par suite, la différentielle 


dy ou de=ixXh=h 


conséquent, la formule 


dy=y'h 
s'écrire 
dy =y' de; 
Yon déduit 
1a 
7=e 


nsi la dérivée d’une fonction d'une variable est le 
‘ent de la différentielle de la fonction par la diffé- 
elle de la variable. C’est pourquoi on appelle aussi 
tivée rapport différentiel ou quotient différentiel. 

1 dit encore que le quotient différentiel est la der- 
raison (ou le dernier rapport) des accroissements 
Itands des variables. Mais les accroissements, étant 
a la limite, n’ont pas 4 proprement parler de rap- 
et ce que l’on appelle ainsi n'est que la limite dont 
oport de ces quantités approche indéfiniment. 


. La différentielle est susceptible d’une représenta- 
géométrique. En effet, soit AMB la courbe repré- 








Fig. 3. sentée par l’équation 
y| B 
r=f (2). 
", Ona 7 
Zz tangIMN =Iim4 = 9’, 
A N BR 
Or 

or 8 PP * 


IN = MN tangIMN. 
IN= hy! =dy: 
IN représente Ja différentielle de y, si d’ailleurs 
MN=h=dz. 
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On voit par la que de et dy sont les accroissements cor- 
respondants de x et de y, quand on passe du point de 
contact M situé sur la courbe 4 un point quelconque I de 
Ja tangente, tandis que k ou M’N est l’accroissement de 
Yordonnée de la courbe correspondant au méme accrois- 
sement h = dz de l’abscisse. | 


22. Toutefois, quoique IN et M’N soient en général 
différents, leur rapport tend vers lunité; en effet, 
k e 
de ; = y'+ a, on tire 


k=(y' +ejh; 





@ ailleurs, 
dy = yh, 
donc 
k U 
= 7 + -=1 + ~ 
dy y x 
et, si 7’ n’est pas zéro, 
. ik 
lim —=13 
dy 


ainsi le rapport de l’accroissement de la fonction a la 
différentielle de cette fonction tend vers l’unité, pourvu 
que la dérivée ne soit pas nulle. 

C’est pourquoi la différentielle est appelée l’accroisse- 
ment fhfiniment petit de la fonction; mais cette déno- 
mination n’est pas rigoureuse, puisque « n’élant pas nul 
(si ce n’est pour y = ax-+ 6), k n’est pas précisément 
égal a dy (*). 

PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS DERIVEES. 


23. La relation (n° 22) 
k= (y+ adh 


conduit 4 plusieurs conséquences remarquables. 


(*) On peut dire que Ja différence entre la différentielle d’une fone 
tion et l'accroissement de cette fonction est un infiniment petit du second 
ordre au moins, l’accroissement de la variable étant du premier ordre, 


2 
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Auribuons 4 2 une valeur déterminée, y/ aura aussi 
e valeur déterminée: si l'on donne ensuite. a x un 
sroissement suffisamment petit, le signe de y/+ « 
ca le mame que celui dey’, puisque « peut devenir aussi 
tit que l'on voudra; le signe de k sera donc celui de 
4, et comme nous supposons h positif, k aura le signe 
y'- Donec, si y’ est positive, k est positif, c’est-a-dire 
e la fonction augmente, et si y’ est négative, la fonc- 
n diminue. Ainsi une fonction crott ou décrott a 
rtir d’une valeur déterminée de x, suivant que sa 
rivée est, pour cette valeur, positive ou négative. 
U résulte de la que, si la dérivée d’une fonction reste 
istamament positive lorsque x varie depuis la valeur a 
qu’a la valeur 5, Ja fonction croitra continuellement 
as le méme intervalle; ce sera le contraire si la dérivée 
négative. 
Prenons pour exemple la fonction 





yo gen ae+3e+n 


Construisons la courbe représentée par cette équation. 
Fig. 4. Pour z=oonay=1, 


yaa 





in construisant ces différents points, on reconnait que 
ourbe présente 4 peu prés la forme MM’M’M". 

Mais si Yon veut savoir pour quelles valeurs de x l’or- 
née va en croissant ou en décroissant, on prendra la 
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dérivée de y. On aura. 
| y =o — fx +3=(2—1)(x —3). 


On voit alors que si l’on fait croitre x de oa 1, la dé- 
rivée y’ est positive; l’ordonnée ira donc en augmentant 
depuis le point M’jusqu’au point M". Pour le point M’, 
dont l'abscisse est x == 1, ona y' = 0, c’est-a-dire que la 
tangente en ce point est paralléle a I’axe des x. Si l’on 
fait croitre ensuite x depuis 1 jusqu’a 3, la dérivée y 
devient négative ; l’ordonnée va donc en diminuant depuis 
le point M” jusqu’au point M”; et comme y =o pour 
x = 3, la tangente en ce dernier point est encore paral- 
léle a axe des x. 

‘Enfia, si l’on. donne a x des valeurs croissantes 4 partir 
de 3, la dérivée y’ est constamment positive; lordonnée - 
de la courbe va donc toujours en augmentant 4 partir du 
point M”. Si l'on donne 4 x une valeur négative quel- 
conque, y’ est posilive, et par conséquent pour des va- 
leurs négatives de x et croissantes, les valeurs correspon- 
dantes de l’ordonnée vont encore en augmentant, I} faut 
bien remarquer qu'une quantité négative augmente quand 
sa valeur absolue diminue. 


24. On déduit de la formule 
ka(y' +a)h 


que st la dérivée d’une fonction est nulle pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et b, cette fonction a 
une valeur constante dans cet intervalle. 


e e k 
Nous supposerons a < 5b. Puisque lim 7 = 0 par hy- 
pothése, on aura, pour une valeur quelconque de x com- 
. k 
prise entre aet 6, A een valeur absolue, pourvu que h 


soit suffisamment petit; ¢ étant d’ailleurs une quantité 
déterminée qu’on peut prendre aussi petite que l’on vou- 


dra. On déduitde la k< ch. 
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Considérons actuellement deux valeurs quelconques de 
XL, X, et xy, comprises entre a et b; je dis que les valeurs 
correspondantes y, €t 7, seront égales. En effet, donnons 
4 x une suite de valeurs comprises entre x, et X2, crois- 
sant d'ailleurs par degrés égaux on inégaux, mais assez 
petits pour que l’on ait, pour une quelconque de ces va- 
leurs, kK < eh, k étant pris en valeur absolue. Nous au- 
rons ainsi une suite d’inégalités de la méme forme; et s1 
nous les ajoutons, il en résultera que la somme des ac- 
croissements successifs de la fonction y pris tous positi- 
vement sera plus petite que la somme des produits ch, 
c’est-a-dire plus petite que le produit de la quantité ¢ par 
la somme des accroissements de la variable x, savoir 
X2— X,. Donec, 4 fortiori, la somme des accroissements 
successifs de la fonction pris avec leurs signes, ou72—71; 
est plus petite que ¢ (x, — x,); donc 


tr — 1 Lt (41 — &)3 


et comme e peut étre rendu aussi petit que l’on voudra, 
il s’ensuit que la différence ys— y; est plus petite que 
toute quantité donnée, c’est-a-dire nulle : on a donc 


N21 NiO, OU Me 


La fonction y conserve donc la méme valeur pour toutes 
les valeurs de x comprises dans l’intervalle considére: 
ce qu’il fallait démontrer. 


25. Le rapprochement dcs deux propositions précé- 
dentes conduit encore a cette conclusion, que si une fonc- 
tion est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée 
ne peut devenir négative dans cet intervalle; mais elle 
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De méme, sz 
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative, 
mais elle pourra s’annuler pour une ou plusieurs valcurs 
particuliéres. 


26. Si la dérivée d’une fonction était constamment 
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infinie, 2 serait une constante; car si 


lim — == 00 li f a) 
>= ona m+ — 
im > ; 7 = 
et par les mémes raisonnements (24), on déduirait de la 
que deux valeurs quelconques de x sont égales (*). 


27. Nous avons désigné jusqu’ici les accroissements 
simultanés des variables x ety par les lettres h et k; mais 
comme on aura bientét a considérer un plus grand 
nombre de variables, il devient nécessaire d’employer 
une notation qui rappelle toujours a quelle variable se 
rapporte chaque accroissement. On se sert & cet effet de la 
caractéristique 4. Ainsi, quand on considére plusieurs 
variables x, y, z, u liées entre elles par des équations, de 
maniére qu’une seule soit indépendante, on représente 
les accroissements simultanés de ces variables par Ax, 
Ay, Az, Au. Si lon prend x pour variable indépen- 
dante, les rapports 

Ay Az Au 
Ax’ Ax Ag 


auront pour limites respectives 


dy dz du 
>? 9 


dx dx dx: 
quand Ax décroitra indéfiniment. 


28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes 
les valeurs de la variable indépendante, leurs différen- 
tielles ou leurs dérivées sont égales. 


En effet, soient u et » deux fonctions égales de x. 


Donnons 4 x un accroissement Ax; soient Au et Ay 


ee ee — ar —etES =n 


———_. 


; 
(*) La dérivée d’une fonction continue ne pouvant étre nulle ou infi-' 


nie que pour des valeurs particuliéres de la variable, il en résulte qu’en 
général Vaccroissement infiniment petit d’une fonction est du méme 
ordre que l’accroissement de Ja variable. 


a 
. 


— 
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croissements correspondants de u et de ¥; on aura 


w+ bao + do; 





Au= do, 
Au do 
Az” Ag 


équation, ayant lieu quelque petit que soit Ax, 


. 3s le limi, oe Au 
liew encore a la limite; or la limite de Test la dé- 


du ss Ae do 
de u ou Zz de méme la limite de est ze done 
du__do 
dena du = do, 


méme conclusion subsiste quand les deux fonctions 
»sées ont une différence constante; car, soit 


user’; 
angeant x en x-+ Ax, ona 
u+bu=e+ bot+e, 


ame u=¥-+ ¢, on aencore 


Au Ao 
du=de, =; 
Az” Az 
tite, 
dude 
de de’ 
fin 
du= de, 


a-dire que deux fonctions qui ont une différence 
ante ont la méme différenticlle. 


Réciproquement, si les différentielles de deux 
ions sont égales entre elles, dans un certain inter 
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vaile, ces fonctions.auront, dans cet intervalle, une dif- 
ference constante. 


En effet, soit y la différence u — »; et supposons que 


Ton ait 

du _ dv 

de dz 
De |’équation 

y=u—oe 
on tire 

J+ Ay —=u+ dbua—ov— dp, 

ou 


Ay = Au — Ap, 
Ay Au de 
! Az Ac Ax 


ou enfin, en passant a la limite 


dy du do | 0 
dc dx dx 
. .ay oo. 
Ainsi —est nulle, et par suite y est une constante: ce 
dx ? 


qu'il fallait démontrer. 


DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 


30. Quand on a 
u= ey), 
y tant elle-méme une fonction de x, f(x), on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 
Pour obtenir la dérivée de u par rapport 4 x, on pour- 
rait remplacer y par f(x) dans 9( 7), ce qui donnerait 


u=9[f(x))], 


mais il est possible d’éviter cette substitution. En effet, 
on a l’équation identique 
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ns laquelle Ax étant l’accroissement de la variable in- 
‘pendante, Ay et Au sont les accroissements correspon- 
nts de y et de uw. Si l’on suppose que Ax diminue in- 
finiment, l’égalité ayant toujours lieu subsistera encore 


la limite. Or lim ot, cest la dérivée de u par rapport 
ou %, lim $2 =f’ (x); quant 4 la limite de - C'est 
(y) ou la dérivée de 9 (y) dans laquelle y serait con- 
lérée comme variable indépendante, car cette limite ne 
‘pend pas de la relation qui existe entre y et x, et il 
ffit, pour qu’on Vobtienne, que Ay décroisse jusqu’a 
ro. Done 
Hrs"). 

dx 
Ainsi /a dérivée d’une fonction de fonction est égale 
t produit des dérivées de ces fonctions. 


31. Si dans Péquation (1) on remplace f(z) par Z. 


aura 
du, ay 
dz? (y) a 
» par suite, 


) du = 9! (y) dy. 


La différentielle de la fonction ¢(y), lorsque y est 
ale 4 f(x), a donc la méme forme que si y était la va- 
able indépendante; mais, dans I’application, il faudra 
mplacer dy par sa valeur f! (x) dx. 


32. Enfin, on peut mettre encore I’équation (1) sous 
te autre forme : en observant que 
du yy 
F= a & SF (e)= a 


du__du dy 
de dy dz 
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ll ne faut pas croire que cetle équation soit une iden- 


e o e ° e du 
lité; car dy n’a pas la méme signification dans — et dans 
Ly P § 
dy 


dy 
dx 
ment infiniment petit de y regardée comme variable in- 
dépendante; tandis que dans l'autre, cy est la différentielle 
de y considérée comme fonction de x. 

Soit comme exemple 


: dans la premiére expression, dy désigne l’accroisse- 


d’ott 


On aura (n°19, 1° et 4°) 
d.y"== my""'dy, dy = ————- dx; 


done 





oar m (Vx? — a?" edz. 


du = m (yx?— EN eer = 


33. Silona 
e=p(u), u=elr), y=S(z); 
on aura, d’aprés ce qui a été démontré précédemment, 
do =! (u)du, du=y% (y)dy, dy =f" (2) dz, 


donc 
do = ' (u) 9 (x) SF’ (#) de, 
ou, en divisant par dx, 
do 
(4) F = 9 (a) 9 (x) Fi (2), 


de sorte que /a dérivée de la fonction v est égale au pro- 


_ duit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. 


Cette régle s‘applique évidemment 4 un nombre quel- 
conque de fonctions, 
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REGLES DE DIFFERENTIATION. 


ntielle d'une somme, — d'un produit, — d’an quotient de fone- 
5. — Différentielle dune puissance, — d'une expression imaginaire. 
gle des fonctions composées. 


DIFFERENTIELLE D'UNE SOMME. 


+ Soit 
youteo—z, 
z étant des fonctions de x. Changeons xen x + Ax, 
aurons 
ythy=uthuto+ bo—z—Az, 
mme 
youteo—s, 


Ay =Au+dv—Adz, 


Ay Au, he Az. 
de Az Ar Ae’ 
nt A la limite, 
dy _da | de ds 
dz dz de da? 
afin 
dy ou d(u+v—z)=du+dv— dz 


i la différentielle d’ une somme de fonctions est égale 
comme des différentielles de ces fonctions. 

lune des quantités u, , z est constante, elle dispa- 
lans la différentielle; c’est d’ailleurs ce qui résulte de 
aposition démontrée plus haut (28), que les différen- 
s de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions 
ine différence constante, 


/ ys 


TROISIEME LEGON. 29 


DIFFERENTIELLE DUN PRODUIT. 
35. Soit a différentier 
y= au, 


wétant uné fonction de x et a une constante : changeons | 
xen x-+ Az; il vient e 


y+thy=a(u-+ da), 


et comme 
J at, 
ona 
Ay Au 
Ay=aku ——=a— 
y > De Aa’ 
et, a la limite, 
dy _ a du 
dx dx 


ou enfin 
dy = d(au)=adu, 
Ainsi la différentielle d’une fonction multipliée par 
une constante sobtient en multipliant par cette con- 
stante la différentielle de la fonction. 


36. Soit encore 
J = Ww; 

on en tire . 

y+AyY =(u + Au)(o + dp), 
ou, effectuant le produit, 

YtAy = uo+ vhAu+ udo-+ Audo; 
et comme y= uy, on a 
Ay = vAu + “do + Audp, 

d’ou 

Ay <aAu Ae Att 


; =v -— u— —— Av. 
Ax "Az Az? 324” 


oe Au ° ‘ A 
A Ja limite, ay Av devient nul, puisque <= a une li- 
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2 en général finie, et que Av devient nul; donc 

dy du. de 
enfin 

dy = (wo) = odu + ude. 

Yest-a-dire que la différentielle du produit de deux 
ctions sobtient en multipliant chaque fonction par 
lifférentielle de l’autre, et ajoutant les résultats. 


‘7, Soit maintenant 
y= wz, 


d(usz) = v2du + ud (vz), d(oz) = 2de-+ ode; 


d (uva) = v2du + uzde + wvds. 


linsi la différentielle du produit de trois fonctions 
itient en multipliant la différentielle de chaque fonc- 
1 par le produit des autres fonctions, et ajoutant les 
dtats. 

Jette régle est générale. Ainsi l'on aura 


eb...) = 08...tdu + us...édo + uv. .tde-+...+-u0..dt 
en divisant par uvz...t, 


d(ucz...t) du, dv. de at 
SaaS... 
e & t 








ues... .t u 


Jn démontrera cette formule, soit directement, soit 
faisant voir que si elle est vraie pour un certain nom- 
de facteurs, elle aura encore lieu quand on prendra 
facteur de plus. 


DIFFERENTIELLE D'UN QUOTIENT. 


8. La différentielle du quotient de deux fonctions se 
uit facilement de la différentielle d’un produit. Soit 


a 
v=5? 
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on en tire 
et, par suite, 

ody + ydv — du, 


| ; . 
On remplace y par sa valeur = et l’on obtient 


u 
ody +- i" dv = du; 
d’ou l’on tire 
vdu — ude 
rr a 


u 
d _-= 
iy ou d- 


Ainsi la différentielle d’un quotient est égale au dé- 
nominateur multiplié par la différentielle du numéra- 
teur, moins le numérateur multiplié par la différentielle 
du dénominateur; le tout divisé par le carré du dénomi- 
nateur. 

On arrive encore a ce résultat par une méthode plus 
directe. On a 


u-+ Au u 
g —+- Ap v 
ou 
\ vAu — udo 
Ay = ——————» 
o(v + Ap) 
et, par conséquent, 
Au Ae 
e— — ti — 
Ay Ax Az 


du dv 
dy ° dr 4 ax 
dx — v? ? 
ou enfin 
u odu — udv 
d- = —____ 
dy ou 5 oi 


° ° ree ° u 
Si le numérateur u était constant, la différentielle d = 


rae 8 udv 
se réduirait 4a — > 
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DIFFERENTIELLE D'UNE PUISSANCE. 


Soit y = u™, m étant un nombre entier et positif; 
vons vu (37) que 


1B...) S02...tdu + uz...tdo+...+ uvz., .dt. 


sosons que les facteurs u, ¥, z,..., ¢ au nombre 
2viennent tous égaux; on aura 


d.u™ = mu" du. 


ésultat est aussi une conséquence immédiate de la 
es fonctions de fonctions. On sait que si Pon a 


yHe(u) et a=f(x), 
a 
dy =q! (u) du; 
puisque 
dx" = mz" dry 


a aussi 
d.u™ = mu" du, 


i enfin une troisitme méthode. Donnons 4 x un 
sement quelconque Ax et soit U ce que devient u 5 


irons 
y+hyaU", 





use de y =u", 


Un — wm = (U— u) (UU. t), 


Ay Au 


ie ie (Ue Uta... bum). 


passe 4 la limite, U se confondant alors avec uy 


di 
x = = >< mu" ou dy = mu™'da, 


Supposons actuellement quel’exposant m devienne 
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égal 4 une fraction positive a on aura 
é : 


P 
y=ul, dot yt= uP. 


Comme p et g sont des nombres entiers et positifs, 
nous pouvons, en prenant la différentielle des deux mem- 
bres, appliquer la régle précédente, ce qui nous donne 


qyt—! dy = puP-' du 


ou 
gy dy = pu? ydu. 
Mais 
P 
yizuP et y ul; 
donc 
P 
pul 
ly ———d 
dy ar ul, 
ou enfin 


En remplacant ; par m, nous retrouvons la formule 


d .u™ — mu™' du. 


41. Enfin, supposons que m == — n, n étant d’ailleurs. 
un nombre entier ou fractionnaire, mais positif; on a 


I 
Y=u ou Y= Ti 


par suite, 





ou enfin 
d.u-" = — nu" da, 


ce qui donne encore, en remplagant — 7 par m, 


- d.u™ = mu"—' du, 
Srury. — An., I. 3 


34 COURS D’ ANALYSE, 
Cette formule est donc vraie, que l'exposant m soit positif 
ou négatif, entier ou fractionnaire. 


42. La méme formule sert a différentier les radicaux. 
Ainsi, . 
i 

aYu=d.u" 





DIFFERENTIELLE D'UNE EXPRESSION IMAGINAIRE. 


43. On sait que les expressions imaginaires résuitant 
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire A la 
forme 

ymuteoy—r. 


Si, comme en Algébre, /—1 est assimilée 4 une constante, 
on aura, par le changement de x en x + Ax, 


yay Sut bu+(o+ do) ~—a, ’ 


et comme 

youtey—t1, 
on aura 

by = Aut dof — 33 
doa 


et, ‘a la limite, 


ou enfin 
dy ou d(utoV—1)=du+dof—t. 
‘Ainsila différentielle d'une expression imaginaire s’ob- 
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tient comme celle d’une somme, pourvu toutefois que 
l’on traite ¥ — 1 comme un facteur constant. 


APPLICATIONS. 


44. Les régles précédentes suffisent pour différentier 
toutes les fonctions algébriques explicites. 
1° Soit d’abord 


- ¢ 
=a+tbyx—-- 
| y Va — — 
Pour différentier cette fonction, on la met sous la forme 


4 
yoatbe*® — cx, 
et Pon obtient 


bdzx cdx 


aye a 





oJ 
dy = ~ ba 2 dx + cx dx — 


d’out l’on tire 





° y at! c e 
2°. = — Ht 
ves ax x 
ou 
2 4 
xy mat be '—ecx * + ex. 


_+ ~t 
dy = (— Fo ° afew — 2er-*) ax 








3 3 
= —_— a +- fe _2¢ dz, 
Bar Vx? 3x Vac 
d’ou enfin 
dy 2b he __—2e 
dz 3.2 Vx? 32°Var x 
3° Y= (at bx" )*, 
Posons 
a+ bz®*— us 
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ya; 
* suite, 
dy = mu" du. 


du = nba" dz; 
dy = mnb (a+ bar)n' 24 dz. 


18. Nous allons montrer maintenant comment le cal- 
différentiel s’applique a la détermination de courbes 
issant de propriétés données. 


1° Trouver une courbe telle, que la sous-normale NP 
; pour chaque point, une longueur constante a. 


Dn aura, en supposant les coordonnées rectangulaires, 


NP = MP > tang PMN. 


MP=y, tang PMN = tang MTN = x, 





Fig. 5. done 
= ~% 
nays 
Il faudra donc poser 
yay 
‘da 
la on tire 
ydy =adz, 
ay dy = 2adz. 
ay dy = d(y") 
2adr=—d(2axr); 
1c 


a(y?) =d (202). 
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Mais deux fonctions qui ont la méme différentielle ne 
peuvent différer que par une constante (29) : donc, en 
appelant c une constante arbitraire, ona pour | équation 
du lieu 

jy? 2ar-+ec. 


Cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
le méme paramétre 2a, et pour axe commun l’axe des x. 


2° Trouver une courbe dont la sous-normale soit une 
puissance donnée de l’abscisse. 








On aura 
yx dy yx’ nt 
——-— 2", d.—-—d. 
dx 4 2 m-+t 
d’ou ° 
n= — 2 xrer' + Cc. 
m—-+iiI 


3° Trouver une courbe dont la sous-tan gente PT soit 
en raison inverse de f ordonnée. 


Puisque l’on a PT = MP cotMTP =" » la courbe 


cherchée a pour équation différentielle 


ydz @ 
dy 
On tire de cette équation 
a ily 
dz = > 
Or 
aidy a 
nh 
donc 
a’ 
2==-—-—-+C, 
ou 


ay — cy = — a’, 


Le lieu est une hyperbole équilatére qui a pour asym- 
ptotes l’axe des x et une paralléle a l’axe des y. 
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4° Si Yon cherche la courbe dont la normale MN est 
constante, il faudra poser (fig. 5, p. 36) 








dy? 
MP +NP =y' +t = 
dou 
IY _ yap 
de VO ~7 
et 
doa 
et enfin 


(2—ceP +y27=a. 


La courbe cherchée est un cercle dont le rayon est 2 
etdont le centre est sur l’axe des x. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES. 


46. Aprés avoir différentié une fonction d’une variable 
indépendante, nous allons apprendre 4 différentier une 
fonction composée de plusieurs fonctions de cette va- 
riable, et d’abord de deux. Ainsi, soit 

=f (4°), 

u et ¢ étant deux fonctions de la variable indépendante ; 
lorsque x devient x + Ax, les quantités u, », y devien- 
nent respectivement u-+ Au, »-+ Av, y+ Ay. Mais, 
au lieu de changer A la foisu enu+ Au, etvenv + Av 
dans f(u,¥), il revient au méme d’effectuer ces deux 
changements I’un aprés l'autre. Ainsi, l’on remplacera 
d@abord u + Au, en conservant a y sa valeur actuelle, 
d’ou résultera pour y l’accroissement 


Sf (ut Anye) — f(a). 


Divisons cette différence par Au, et passons & la limite, 


wee -- 
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en regardant v comme invariable. On aura 


J (u+ du,e)—f (uy) df (u, ty 0) 


lim Au du = (u, e). 
On aurait, de méme 
Kim 76 o+Av)— f(u, eo) df (u, e) = (u, 0); 


Ae — dy 


donc, en représentant par « une fonction qui s’évanouit 
avec Au, quel que soit y, et par 6 une fonction qui s'é- 
vanouit avec Ay, quel que soitu, ona 


(1) JS (u + Au, 0) — f(u, 0) =[9(u, 0) +a] Au, 
(2) f(u,o+ Av) — f(u, 0) =[b(u, 0) + 6) Ae. 
Changeant u en u + Au dans l’équation (2), il vient 


f(u + Au,o + Av) — f(u + An, e) 
= [p(w + Au, 0) + 6’] de, 


(3) 


6’ désignant ce que devient 6 quand ony change u en 
u—+- Au, et s'annulant comme 6 en méme temps que Ap, 

Ajoutant maintenant les équations (1) et (3) membre 
4 membre et divisant par Az, ona 


J(u + Au, o + Av) — f(u, 0) 
Ax 


=[9(a,0) +a]S~ +[b(a+ Ano) +6]; 


ce qui devient, a la limite, 


dy do 
dx. 9 (1 0) + p(u ) °) 
ou 
dy = 9 (u, o)du + )(u, 0) do, 
ou enfin 
_ dy 


pe > ; d d 
Il faut observer que, dans les dérivées partielles = et 
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ibles u et v doivent étre considérées comme indé- 
es, tandis que, dans les facteurs du et dv qui 
ient ces dérivées, on doit regarder u et v comme 
tions de x. 


Jne formule analogue Ja formule précédente a 
ir une fonction composée d’un plus grand nombre 
ions de la variable indépendante. Ainsi, soit 


F=S(u, 0 2) 
y=f(utAu,o + do,z+ dz)—f(u, 9,2). 
yose 


=e(tunzh Laylues), Lax(mess), 


, d’aprés les considérations qui précédent, 





t+ Au, 0,2) —f(u, 9,2) =[9(a, ¢, 2) +a] Au, 
1,0 -+ Ao, 2) — f(a, », z) = [p(u,o, 2) +6] do, 
1) 02+ Oz) —f(u, 0,2) = [x (4, ¢, 2) +] az 
nt varier u dans I’équation (a), on a 
Sf (ut du,o+ Ao, z)—f(u+ Au, », 2) 
=([p(u+ du, o, 2) +6] dv, 


nt varier u et v dans |’équation (3), on a 





ut du,o+ Av,z + Az) —f(u + Au, o + Av, 2) 
= [x (u + Au, 0 + Ao, 2) +7’ ] Az. 
ant les équations (1), (4) et (5) membre 4 mem- 
livisant par Az, il vient 

° 


“Lp (us 2) +a) AE +p (w+ day 02) HOSE 


4 
+([x(a+ du,o+ bo 2) ty] Soo 
limite, on a 


du do dz 
p(t 0 2) Te (ty My 2) Tt (Hy Oy 8) Zo 
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ou enfin 
(6) dy =F du + Zao + oY ae. 

De 1a on peut conclure en général que la différentielle 
d’une fonction y, composée d'un nombre quelconque 
de fonctions de la variable indépendante, s’obtient en 
prenant successivement la différentielle de la fonction y, 
par rapport @ chaque fonction de la variable indépen- 
dante, dans laquelle cette variable seule serait suppo- 
sée varier, et ajoutant toutes ces différentielles. 

Cette régle comprend comme cas particuliers toutes 
les précédentes sur une somme, une différence, un pro- 
duit,... de fonctions. 


EXERCICES. 


————_—_ 4 2 2 ‘ 
4. y= a?(a? + x7) Vat — 2?, dy = 2° tae 52 
va? — 2? 


xdx. 








dy = (3a—a2x)f~rdr 








2 y= ll 
| ana ay(a—=)* 
3. y=f(a+-c), dy= f'(a+2z) dx. 
4. y=f(a-+ bz’), dy =2f'(a+ bx’) brdz. 
L. 
Li) owl 
: robs (S45) 
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QUATRIEME LECON. 
NOTIONS SUR LES SERIES. 


‘éfnitions, — Théorémes sur la convergence des séries. — Application & 


des exemples. — Limite de (: + iy 





DEFINITIONS. 


48. Avant de passer 4 la différentiation des fonctions 
ranscendantes, il est nécessaire d’établir quelques no- 
ions sur les séries. 

Une série est une suite composée d’un nombre infini 
le termes formés tous d’aprés une loi déterminée. On 
eprésente ordinairement par S, la somme des n pre- 
niers termes d’une série. Ainsi, t1, U2) Us,--+, Un dé- 
ignant les termes successifs de la série, 4 partir du 
oremier, on pose 


Sy uy + ty + Uy te. te 


Si, 4 partir d’une valeur de n suffisamment grande, 
3, approche indéfiniment d’unc limite finie et déterminée, 
[uand on prend n de plus en plus grand, on dit que la 
érie est convergente, et la limite S vers laquelle elle 
end est appelée la somme de la série. La différence 
3—S,, que l'on désigne par R,, se nomme le reste de 
a série. On a donc, par définition, 


R,=S—S,, ou S=S,+R,.- 


Si la somme des n premiers termes n’approche pas in- 
\éfiniment d’une limite fixe, quand m augmente indéfin:- 
nent, la série est divergente. 

Une des séries les plus simples est la progression géo- 
nétrique 

a, ak, alt, ak’y..., ak’y.... 
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Cette série est convergente, lorsque la raison k est plus 
petite que l’unité. En effet, on a, quel que soit k, 

a (1— A" 

S,—=a +ak+ak?+...+ak'—= are 


Ou 
a ak 











. . . o»  a@kn 
Or, si la raison k est moindre que l’unité, ——z peut 


devenir aussi petit que l’on veut, et dés lors ——— est la 


limite vers laquelle tend S,. Si, au contraire, on ak > 1, 
rn 


peut surpasser toute grandeur donnée, 





la quantité — 
q 1—A& 


et la série est divergente. Il en est de méme si A =r1. 


THEOREMES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 


49. Lasomine d'une série convergente est une quan- 
tité déterminée qui souvent n’est pas susceptible d'une 
autre expression : elle peut étre employée dans le calcul 
comme une fonction des lettres qu’elle renferme. Il est 
donc important de savoir si une série est convergente. 
Voyons donc comment on pourra reconnaitre ce carac- 
tére. 

Pour qu'une série soit convergente, la condition né- 
cessaire et suffisante consiste en ce que la somme d’un 
nombre quelconque de termes au dela du n*™*, u,, soit 
ausst petite que l’on voudra, sin est suffisamment grand. 
Cette condition est nécessaire puisque, les deux sommes 
S, et S,,; devant converger vers la méme limite lorsque n 
est de plus en plus grand, leur différence doit tendre 
vers zéro. Elle est suffisante, car si la somme 


Watt + Uai2 + ees -+- Unaj 


est comprise entre —¢ et -++e, 5,,; sera comprise entre 
S,— e et S, + 2, quantités qui se rapprocheront de plus 


44 COURS D ANALYSE. 


en plus a mesure que 7 augmentera, i restant le méme, 
mais pouvant d’ailleurs étre supposé aussi grand qu'on 
voudra. 


50. De cette proposition résulte la suivante : qu’a par- 
tir d’un terme u,, n étant assez grand, les termes doi- 
vent finir par devenir plus petits que toute quantité 
donnée. Mais Atte condition, qui est nécessaire, nest 
pas suffisante. Ainsi ‘exemple ci-dessous, 


I 1 I 
+. eet ---- 


I+ +3 ——_ + 
+7 Ro on+t a+2 





1 
+...+-—-+.. e9 
2n 


offre une série dans laquelle cette condition est évidem- 
ment remplie, mais qui néanmoins n'est pas convergente, 
car, en groupant les termes comme il suit, 


(: Nt r)+(g+gtera) 
+3 (3+] 567 8B 
I I 
+ (2 +...4+ 35) + (sob eect ge) bee 


on voit que chacune des sommes renfermées entre paren- 
I ; . 
théses est plus grande que 5? ety comme il y en a une infi- 


nité, la série a nécessairement une somme infinie. 


O1. En général, pour reconnaitre si une série est con- 
vergente, on compare ses termes, 4 partir d’un certain 
rang, 4 ceux d'une autre série quon sait étre conver- 
gente, ets’ il arrive que Jes termes de Ja premic¢re soient 
inférieurs ou au plus égaux a ceux de la seconde, alors 
cette premiére série est convergente. On peut se dispen- 
ser de comparer les premiers termes. 

En comparant une série a une progression géomé- 
trique, on est conduit aux théorémes suivants. 


59. Tutorime I. — Une série dont tous les termes, 
ou du moins les termes trés-éloignés, sont positifs, est 
convergente si, & partir d’un certain terme, le rapport 
d'un terme quelconque au précédent est plus petit qu'un 
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nombre déterminé k, qui est lui-méme plus petit que 
Vunité. 

Ainsi, supposons qu’a partir de u, cette condition soit 
remplie. On aura, m étant plus grand que 7, 
Uma <_ kulms 
Ump2< Aarts 
eta fortiori 
Unyze< hun; 
de méme, 


| Umsi < him; 
on aura donc 


Unt —+- Ums2 + Un+s tewet Umsi <u Up (h -+- k? -+- ks tet Kk‘), 


Done 
& — ft 
Umi + Um+2 -+-. e ot Umi < lin T_k 
Or 
k —_—_ fit! 
1— 4 


est une quantité finie, quelque grand que soit 7, puisqu’on 
suppose k moindre que 13 d’ailleurs u,,<c A"~"u, peut 
devenir plus petit que toute quantité donnée, en prenant 
m assez grand; par suite, le reste Uny1t+ Unga tees Ung 
peut devenir inférieur a tout ce que l’on voudra, en pre- 
nant m suffisamment grand. Donc la série est conver- 
Sente, 

Au contraire, la série est divergente si l’on a k plus 
grand que 1. 

Effectivement, si 4 partir de u, cette condition est rem- 
plie, les termes deviennent de plus en plus grands. 


53. Tutonime II. — Une série a termes positifs est 
convergente, si, a partir d'un certain terme, on a con- 
stamment 


Vln <k<1, 





_ eeamed ENE SET, TEL ES TT Te 
* . 
fu 
o ‘ 
a 
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En effet, on aura, d’aprés cette condition, | 
Une TH Unga eee ee Ung <A H! RO A, 

ou bien 

k — fir 


Un - Unga t. ob Ung SM 3 


d’ou !’on conclut, comme précédemment, que |a série est 
convergente. 

Au contraire, la série est divergente, si l’on a toujours, 
a partir d’un certain terme, 


Vu, > k>1. 


Et, en effet, comme de la on déduit uv, >k’, il s’ensuit 
qu’en prenant n suffisamment grand, u,, etd fortiori 
le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité 


donnée (50). 


54, On a supposé jusqu’a présent que tous les termes 
de la série, ou du moins les termes trés-éloignés, étaient 
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient 
des signes quelconques. 

Si la nouvelle série qu’on obtient en prenant positive- 
ment tous les termes au dela d’un' certain rang est con- 
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, 
le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre 
que le reste de la série transformée; par conséquent, il 
peut devenir moindre que toute quantité donnée. 

Cette condition de convergence est suffisante, mais non 
pas nécessaire. 


55. Tutorime II. — Une série est convergente quand 
les termes éloignés sont alternativement positifs et né- 
gatifs, et vont en décroissant indéfiniment. 


En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans Ja série 
Uy te by Ht Uy ee ee Un HOU gee TH Uns Hee ee Up tees, 


a partir du terme wu, ,; que nous supposerons positif, 
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Appelons U,,:, U.4:, Uns, etc., la valeur absolue des 
termes Ungis Une, Uns, etc. On aura, p étant > 7, 


Sp — S, + (On — n42) + (Un+3 — nti )-be eeg 


et, par suite, 


On a aussi 
S.= S, + Unt — (Un+: ~ Un+s) ~— (Un+s ~~ Uns) eee 
Sous cette forme, on voit que 


Sp <c Sn + Unai; 
donc on a 
Sa <o Sp <C Sa + Uns. 


Donc S, est toujours compris entre S, et S, +- Unis, et 
comme U,,, peut devenir aussi petit que l’on voudra, la 
série est convergente. 


56. On considére quelquefois, dans le calcul, des séries 
imaginaires de la forme 


(a, +0, Y¥—1) + (ue on V—1) +. + (tg + np Y— 1) +... 
Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes 
Uy Uy t+ Ug ee Ug ee eg Or Ht 2 +03 we t+... 


sont elles-mémes des séries convergentes. 


a 


ETUDE DE QUELQUES SERIES. 


57. Nous allons appliquer les régles précédentes a quel- 
ques exemples. 
xn xz an 


1° Iit+2-+-— oe Oo Ht te'w ew te 
1.2 1.2.3 1.2.3...2 


ae 


Cette série est convergente, quel que soit x. En effet, 
ona 








48 COURS D’ANALYSE. 


aussi 
ap 


"iva.3.00(p—t)? 








On voit par 14 que le rapport d'un terme au précédent 
ira toujours par devenir plus petit que tout ce que l’on 
udra, et, par conséquent, plus petit qu’une fraction 
elconque k. Donc la série est convergente, et ccla que x 
t positif ou négatif. 

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand 
‘me pour une valeur donnée 4 2. 

Supposons que I’on ait 


icaci+i; 
plus grand terme sera 


_— 
1.2.3...8 


1 effet, on peut mettre ce terme sous la forme d’un 
oduit 

roe oe z 

realtek tettitedris 
mposé de facteurs plus grands que 1: tous les termes 
écédents sont moindres, puisqu’on les obtient en sup- 
imant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus 
ands que 1: tous les termes suivants sont aussi moin- 
es, puisqu’on les obtient en multipliant celui que nous 

” 


“ort x . 
nons d’écrire par des facteurs ——, ——»--++, moin- 
ivi +2 


2s que l’unité, 


Supposons qu’on s’arréte a 7 et qu’on veuille 


ao 
2.3. 
oir une limite supérieure du reste R,. On aura 











a 7 a 
B, sl (2-+1)(2 +2) -} 


— 
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d’ou 


x" x x x 
R ne —————_—_—— + —-_—--— eK... 
<< |+o (7-1)? i; 





ou, en supposant n +1 > x, 


rt i 
R, << ——.__= 
mn 102...2 Ro+-i—mw 





? 


ou, enfin, 


ntl 1 


R, <<. 


ND 
1.2... AaA-rIi— sc 


2° Les différents termes de la série 


2 re 
cos2z -+. e +t renee COSRX +, ee 
1.2 1.2... 





1+ x©cosx + 


sont plus petits que ceux de la série précédente. Done 
la nouvelle série est convergente 4 plus forte raison. 
rs af 


Hg ; 
3° me te Hee et OH ee 
I 2 3 n 


On a, dans cet exemple, 


Una 
—=aNX ° 








Comme ce rapport tend vers x a mesure que n aug- 
mente, il en résulte que la série est convergente pour les 
valeurs de x comprises entre —1 et +I. 

On arrive a la méme conclusion en appliquant le se- 
cond théoréme (53). 

On peut facilement trouver une limite supérieure du 
reste R,,. En effet, on a 


gtk. ht? qn , 


R, = - eee 
” abit pe Sao 











(1 te+a?-+...), 


Ou, puisque x est moindre que 1, 








Sttnm. —An., I. | 4 


WR abe 
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i) 


(m 





m 
° t+ mr + Dees 


m(m—1)...(m—p+1) 
1.2. 


+ 2PH eee 





a, dans cet exemple, 


— —I1}z. 


P 


fret = MOP HN (ME 
% P 


ii est moindre que l'unité et positif, les termes 
ssent toujours, quand p est suffisamment grand, par 
enir alternativement positifs et négatifs, et par dé- 
itre indétiniment. Donc alors la série est convergente. 
2Testencore si l'on ax<o et que sa valeur absolue 


. a 
: plus petite que 1; car, dans ce cas, le rapport =e 
P 


t toujours par étre, en valeur absolue, constamment 
s petit qu’une fraction quelconque k plus grande que x. 
x, positif ou négatif, est plus grand que 1, la série est 





m+ . : 
ergente, car ( - r) x finit toujours par surpas- 
I. 
5° La série 
1 A 1 . 
ptpt pte tet Gapt 
divergente pour m=1 ou m<1, et convergente 


irm>t. 


En effet, quand m=1, ona 





rit 
gtgten 

ie dont la divergence a été démontrée (80). 

Quand m est <1, la série (1) est 4 plus forte raison 
ergente, puisque ses termes sont plus grands que les 
mes correspondants de la série (2). 


1 
Ito + 
2 





| 
| 
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Soit ensuite m>>1.Ona 


U pt __ I . a __ P m 
u,  (piy™’ p™ ptt 
Ce rapport, quoique constamment plus petit que l’unité, 
finira toujours par en approcher autant quon voudra. 
On ne peut donc pas appliquer le premier théoréme (52), 


mais on démontre la convergence de la série pour m > 1 
en groupant les termes de la maniére suivante : 


r+-(242)\4(F4-+42+— =) + . ) 3 
+ on Ga +5, fa qm ga Eee “TT sesy 


d’ou l’on conclut que la somme des termes est moindre 
que 


4 


8 
i+ — wt iet mt 


c’est-4-dire moindre que la somme de la progression géo- 
métrique décroissante 








I I I 
I get Fam Bam ss 
6° Si dans Ja série 
x nd 3 
I+—+ + -—5 +...+——-; “eee 

I 1.2 5.2.3 1.2.3... 

on fait 
zt, 


on obtient la série numérique 


I I I I 
2+ —— + —— + H.-S 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3... , 


série convergente, puisqu elle est un cas particulier d’ une 


série qui est convergente, quel que soit x. On en repré- 
sente la somme par la lettre e 


4. 
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mbre e est compris entre 2 et 3; car on a évi- 


e>2 





e<3. 


‘acile de trouver une limite supérieure du reste R, 
ie, ou de la somme 
I . 1 
ao 
wa(a+i)  1.2.3...a2(n2+1)(2+ 2) 








1 r 4 I I 
srl (a1) * (a+1)8 v)s 


R<—y— 





rit que la convergence est trés-rapide. Les onze 
3 termes donnent en effet e = 2,7182818, valeur 
ée 4 un dix-millioniéme prés. 


1\" . 
3 DE (+3) QUAND m cnOiT INDEFINIMENT. 


.e nombre e est la limite vers laquelle tend la 


(+ :) quand m crott indéfiniment. 


sons d’abord m entier et positif. On a 
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ce qu'on peut écrire 








Les termes de ce développement au nombre de m sont 
tous, 4 partir du second, plus petits que les termes de 
méme rang dans la série qui représente le nombree, et ils 


4 e e I m 
augmentent avec m, d’ou il suit que (: + ~) augmente 
m 


avec m, en restant toujours <_e. Les numérateurs des 
premiers termes, qui sont 


I I 2 
I— —, {| 1— —]} [1— — Jacesy 
m mM m 


approchent indéfiniment de l’ unité, quand m croit jusqu’a 
Vinfini; et, par conséquent, ces termes tendent a devenir 
égaux 4 ceux de la série e. Mais il n’en est pas de méme 
pour les termes trés-éloignés, car si, parexemple, n—1 
—I 





2,8 eee n . 
était la moitié de m, le facteur 1— » dans le 


Mm 


° e I , hd 
n"* terme, serait 57 et le numérateur de ce terme serait 


J ; , ys 
<5: Cependant, en prenant m trés-grand, et négligeant 


dans les deux séries les termes trés-éloignés qui font une 
trés-petite somme, on concoit que l’une des séries dif- 


. os . es 1\"™._. 
fére infiniment peu de l’autre, et qu’ainsi (: + =) doit 


s’ approcher indéfiniment de e, 


59. Au surplus, en voici la démonstration trés-rigou- 
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reuse. En s’arrétant au n”* terme, on a 


1.2 1.2.3 


I I 2 
i \m I— — I— —} {1— mj 
Mm Mm m 
(1+ =| >> 2+ —_ + -—-— —_, 
R 





Quelque grand que soit 7, on peut prendre le nombre 
m, qui est indépendant de 7, tellement grand, que le nu- 
mérateur 





qui est inférieur 4 lunité, surpasse 1—e, € étant un 
nombre déterminé aussi petit qu’on voudra. Car ce 


, n— I r-—l . 
numeérateur étant plus grand que (: — 2") > il suf- 


fira de poser 





d’ou l’on tire 





Alors, dans le développement de (: 4. =)" les numéra- 


teurs des termes jusqu’au 7‘*”"* étant tous —>>1 — ee, on 


aura, en les remplacant par 1-— ¢ et négligeant les termes 
qui suivent le n***, 


1\™ I 
(+<) Satay (ait tia): 


I.2 


et a fortiori 





1 \@ I I 
I — 2 ee Siemens eee 
(4) D2 tet t 


—s 
1.2 62.3 1.2.3 , 
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puisque la somme 
Sr erry I 
1.2 1.2.3 °° 4.2.3...” 


(qui multiplie ¢) est 


I I 
— m—— tone ou I. 
< gt Ze < 


On a d‘ailleurs (57, 6°) 


. I I I 1 
€< 2+ — +...-+- —_—_————- + ——_.——_ 
~ 1.2 1.2.3...” 1.2.3..."M27 


Ayaut ainsi deux quantités qui renferment entre elles 


I m e id 
eet (: 4 x) » on aura, en comparant les différences, 
(1 





1.2.3..2 7 


I \™ I I 
e—([f{m+ — ee 
( =) < + 8, 


et comme on peut supposer 7 aussi grand et € aussi petit 
qu on veut, en faisant croitre m a l’infini, on voit que e 


est la limite vers laquelle tend (3 + =) 


60. On obtient la méme limite quand m cesse d’étre 
un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux en- 
tiers consécutifs p et p +1, etl’ona 


| 1\™" 4! p+t r \P 
(rE) (re 5) at S(1+ 2) 
ou 
I m 1\? I 
| (+5) <(1+3) (142) 


et 
, m p+ 
(1+ =) > (4 : (14+ , ). 
Ie Poti P+! 


Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles le 











1\" ; ; 
valeur de (1+ ~) est toujours comprise, tendent l’une 
et lautre vers la limite e (puisque p est entier). Donc 


(1+ =) a la méme limite. 
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Enfin, sil’on fait m négatif, m = — p, on aura 


Pal—a)ra (ey "=( 
(+ a)" (+a) 


é dont la limite est encore e, quand y devient 


























Le nombre e est incommensurable. — En effet. 


. a : 
it un nombre commensurable 5» on aurait 


a 1 1 + 
rat Tab abbey) 





1 
ant passer 2-2 s+ dans le pre- 





embre, multipliant par 1.2. 3. «b, et désignant 
im nombre entier, on aurait 








1 1 
bi + (anera tt 
onc 
N>o. 
us 
1 I 1 I 
(6-+1)(b + 2) <m (b6-+17 
n<i 
$ 


ait ainsi un nombre entier compris entre o et 


? 


st absurde; ¢ est donc incommensurable, 
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CINQUIEME LECON. 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Differentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponen- 
tielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses. 


es 


FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 


63. Soit y le logarithme de x dans le systéme dont la’ 
base est a, de sorte que 


r—al, 


y+ dy = log (x+ Az), 
Ax 
Ay = log (x + Ax) — logax = log (1+ =) 


lo + 32 
Ay an nr 


Ax Ax 


et 


oe PY oy 
Si l’on pose Ax = —, on aura 
@m 


Ay m loz (1 1 I loz (1 r \” 
——— (tu + —_— = — oO: -. — ° 
Ax zg °? m a ° m 


Si lon fait croitre m indéfiniment, Ax diminuera jus- 


. oe 1\" . 
qu’a zéro, et (1+ =] atteindra sa limite e (58); donc 


. AY dy 1 ° 
lim— ou —-=-loge 
Ax dx x 5%» 


d’ou 


da: 
dy ou d.logz=— — loge. 
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64, Quand on prend le nombre e pour base, les loga- 
rithmes appartiennent 4 ce qu’on appelle le systéme né- 
périen : nous les désignerons par I. 

Dans ce systéme, on a le = 1, et, par suite, 


dix — 2. 
| x 


Il est facile de passer d’un systéme quelconque au sys- 
teme népérien, et vice versd. 
En effet, l’équation 
xz—aly 
donne 
le = yla =logela. 


En faisant x = e, il vient 


1 = loge.la, 
d’ou 
loge = I 
so la’ 
puis 
I 


logz = lx x ia 


= lx > loge. 

I 
la 
tiplier le logarithme népérien d’un nombre pour avoir son 
logarithme dans le systéme dont la base est a, est appelé le 
module de ce dernier systéme. Quand a= 10, le module 
est 


Le facteur constant — ou loge, par lequel il faut mul- 


loge = 0, 4342045. 

En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 
par jogs ou 1.10 qui est 2,3025851, on aura les loga- 
rithmes népéri¢hs. 

65. La régle de la différentiation des logarithmes est 


souvent utile pour différentier d’autres fonctions. 
Ainsi, on peut s’en servir pour différentier u”, quel que 
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soit m, u étant une fonction de la variable indépendante. 


On pose 
yu", dor ly=—mlu, 


et, en différentiant, il vient 


ou 
d.u™ = mu™' du. 
Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, tel 
que y = uvz. 
Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, éle- 
vons au carré, et prenons les logarithmes; il viendra, 
aprés avoir différentié et divisé par 2, 


résultat déja obtenu par une autre méthode, 


66. Exemp.Les. 





1° y =e + Ya? +2"). 
Ona 
dx + adr 
Vaz + 2? dz 
dy = —_ 





2° j= ] —__ e 
(aes) 


On remarque d’abord que 


\=le—1 art + 2x3; 





Gree + a 


dx adz _ adr 
2) ae zg? (a? + 2?) 


3° xy ml[(e— a) (x— OP (x—e)P...}. 


dy = 
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-++- quantité est égale a 


nl(z — a) + al(z—b) +pl(x—e) +...5 


dy 
dz 





on pose 


(2—ap (2-8) (2c)... =F (2) 
a encore 
dy _ ai f(z) _ f'(2) 








dz de” f(x)? 


heeey 





e qui sert de base 4 la théorie des racines égales. 


FONCTIONS EXPONENTIELLES. 
Soit 
rae, 
gnant une fonction quelconque de x. En prenant 


arithmes des deux membres, dans le systtme népé- 
our plus de simplicité, il vient 


ly=ula, dot 2 =ladu, 


-dire : 
d.a"*=a"ladu. 


En particulier, sia =e et u=2, ona 
d.e = edz, 


e que la fonction e* est égale A sa dérivée. 
veut se demander si cette fonction est la seule qui 
de cette propriété, Pour répondre a cette question, 
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posons | 


dx = Ss 
‘on en tire 


donc - 


et, remplacant e° par C, 
Jy = Ce*, 


ce qui montre que la fonction inconnue doit étre le pro- 
duit de e* par une constante. 


69. Exemp es. 
1° y= 0%, 
v et u étant deux fonctions de x. On a 
ly=ule, 
d’ou 
d: d 
 _ dulp +ue’, 
? 
dr= JS 
ly = ydulo+ ude, 
ou bien encore ' 
d (9*) = olodu + e*—'udr. 


Ce résultat peut d’ailleurs s’obtenir en appliquant la 
régle des fonctions composées (47). 


2° y=ab*, 


dy = a™* labtdz + a®*b*xrlalb dz. 


FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES,. 


70. Commengons par établir d’une maniére précise 
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont con- 
sidérées dans le Calcul infinitésimal. 


He ere oS 7 h,* 
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Dans ce Calcul, comme dans la Trigonométrie, les no- 
tations sinx, cosx,... représentent les rapports des 
droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles ap- 
partiennent; ce sont donc des nombres abstraits. La 
lettre x représente la longueur d’un arc rapportée au 
rayon pris pour unité; c'est encore un nombre abstrait. 
Alors le nombre 7 = 3,1415926 est la longueur de la 
iy 

180 
TZ 


Jongueur del’arc de 1 degré; et =o est la longueur del’arc 


de z degrés, de sorte que l’on a, si z est le nombre des 
degrés contenusdans x, ~ 


demi-circonférence dont le rayon est l’unité ; est la 


Tz 180° 
fy 3S KE 5 KE. 
180 rd 


L’arc égal au rayon est environ de 57° 16’. 


74. Sinus. — Soit 
x“ sing. 
On a 
yt+Ay =sin(z+ dr), 
d’ou 
Ay =sin(z + Ax) — sina; 


9 a 
ou, d’aprés une formule connue, 


. iI I 
Ay —2siIn—Azcos (» +242). 
2 2 


Donec 
. JI 
A sin> Az : 
oy >< 008 (2 += as). 
Ax 1 2 
-—Azx 
2 
_ I 
sin= Ax 
Maintenant Ax devenant nul, ——— a pour limite 1, 
2 Ax 
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T ’ e ° . 
et cos (x +s Ax | se réduit 4 cos; doncil vient 


‘ d 
oy — cost, 
dx 


ou 
dsinx — cosxdazx. 


Cette formule montre que le sinus d’un are augmente 


YY Te e e 
quand larc croit de o a =? diminue quand l’arc croit 


Tw ry e 
de — 47, elc., comme on le voit sur une figure. 


72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est 
facile de tirer celle du cosinus. On a 


° Tv 
cos z = sin {| — — 2 
et 


dcos z — dsin (Z—=) == cos (=—:] a(=—s), 
2 2 2 


ou 
d cos 2 — — sinzds. 


73. Tangente. — La différentielle de la tangente se 
déduit de la formule 


sin z 
qui donne 
dtanez — cosz dsinz — sinzdcosz 
5% = cos? z 
ou 


dz 
d tang z == ——- 
coOs?z 


Op trouve de la méme maniére 


dz 
dcotz = — —_— 
$1n?z 


On voit que si l’arc z augmente, d tang z est toujours 
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, et dcotz toujours négative, c’est-a-dire que la 
e augmente sans cesse avec l’arc, et que la cotan- 
1u contraire, diminue continuellement. 


Sécante. — Ona 





‘ r 
sécz = —_y 
cosz 
: sinzdz 
dsécz . 
cos*z, 


‘es régles suffisent pour différentier toutes les fonc- 
reulaires directes. En voici quelques exemples : 


dsin (ax + b) = a cos(ax-+ 6) dz; 





msin"'x cosz dz; 






22—sinar 
————_—— d & 
227 cos*x 





sing _roose—sinz » cose (#— tang 


; Jaw. 
z 2 z 











:derniére différentielle, étant négative quand 2 est 
eos sing 
e que 7, fait voir que le rapport => Va sans cesse 


nuant, lorsque x croit de o am. 


FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. 


Les fonctions circulaires inverses sont celles dans 
es on regarde un arc comme fonction d’une de ses 
rigonométriques. On représente l’arc dont le sinus 
ar la notation arc(sin = 2), ou plus simplement 
sinx. On écrit de méme arccosx, arc tangx. 


sinus. — Soit d’abord 


z=aresiny, 
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u étant une fonction de x. On aura 


u—sinz, 
d’ou 
du = dz cosz, 
et 
_ du du 
~ C0se Ty 
ou 


du 


d arc sin u = . 
I— 4? 





Comme y¥1 — u* remplace cosz, il faut donner a ce 
radical le signe de cos z. 


‘91, Are cosinus. — Soit 


Z=arccosu, dod u==coss; 


on aura 

. du —= — sin zdz; 

d’ot 

du du 
az - ———- ° 
Ainsi 
du 
d arc cos u == — 


yi—at 


Comme 1 — u?® remplace sin z, il faut donner a ce ra- 
dical le signe de sin 2. 
A cause de la double valeur de ¥1 — u?, on voit que, 


pour une méme valeur de u, les différentielles de arc sin 


‘et de arc cosu sont égales et de signes contraires, ou bien 


égales et de méme signe, ce qui tient 4 ce que ces deux 
arcs ont suivant les cas une somme ou une différence 
constante. 


78. Arc tangente. — Soit 


z=arctangu, d’od tangz=—u. 
Sronu. — 4n., | 5 
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On a 
dz 
= du; 
cos? 
dot 
di 
dz = ducos's = ——“; 
I+u 
donc 
darc tangu = au 
Be at 
On trouve de méme 
di 
dare cotu=————- 
t+w 


On voit que, pour une méme valeur de u, darc tangu 
et darccotu sont toujours égales et de signes contraires. 
En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme 
constante. 


79. Exempes. 1° 


_ Vaart 
darcsin 











2° darcsin (az /1— 2) 





3° dare tang (3) = Cu nude 





w+ 


On trouve par cette formule 





Ce résultat pouvait étre prévu, car 


dz . . 
=== =daresinz, are sinz = arc tang - 
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¢ 


fe darctang ~~" — _ (1H) (du + de) +(u + 0)(ude +odu) 
ue (u + v)?* + (1 — wp)? 
_ tt + 0) du + (1 + u) de 
— (r-Fwe)\(r +e)” 
ou 
d arc tang ure — du do 
I— uy I+ 4? I -- g?? 








résultat facile a prévoir, puisque 





u-+-eo 
arc tang = arc tangu -+- arc tang. 
I— Ww 
80. Les exemples suivants (1 4 18), ot toutes les 
fonctions transcendantes sont combinées entre elles, 
fourniront occasion d’appliquer les régles contenues 


dans ce chapitre. 


EXERCICES. 
y= ee", dy = mz” e*™ dz, 
y= ems, dy == cosxe™*dx, 
y= etme, dy = (t + tang? x) e™8* dz, 
y= zine, dy = xfint (we 12+ 802) dz. 
_ eresins avr = ag de 
x u= are 
yx =e cosbz, dy = — e*" (2x cosbx-+-bsin bx) dx. 
yx = 1(cos2z), dy = — tang xdz. 
2dx 
y = I(tang 2), YY = Snax’ 
I 
xy = sin (lz), dy = = cos (lx) dz. 
y = sin™z cos"z, dy = sin”"' x cos*"' x (m cos?.x ~ nginx) dz, 
_ x dr= dx 
J = are sin ope 











acosz-+b _ /a — B? 
J = aTe COB Fosz 4a? Y = Fossa 


5. 
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=arctang(¥i+2'—2), dy= ws 





-_ 24 __(b—a)dz 

= are tang 53> Y= graye (b—ay 
i az+b acd 

= are tang—"— 5 Y= Tax eb 





y= 
yi—2arcsinz 


_ sina + cosx 


“= (are cos Vi-F*), 


ppb c0se 








1+ cosx? a sin? . 
, (2 tecosx) sine @ a detla+e*)cossr 
="(recsc ? > econ . 


Trouver une courbe dont la sous-tangente soit constante. 


OTION. 
2 


yueet, 
Trouser une courbe dont la sous-tangente soit proportionnelle 
puissance de Pabscisse. 


UTION. 
ly =azi™-pe, 
Trowver une courbe dont la sous-normale soit en raison in- 
de Vabscisse. 


UTION. 
yr aale-+e. 
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SIXIRME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGE- 
MENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


Fonctions implicites données par une seule équation. — Elimination 
d'une constante entre |’équation proposée et ]’équation qu’on obtient 
par la différentiation. — Fonctions implicites données par un nombre 
quelconque d’équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du 
changement de Ja variable indépendante. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES 
PAR UNE SEULE EQUATION. . 


81. Nous savons (5) qu’on nomme fonctions implicites 
celles qui sont liées a la variable dont elles dépendent 
par une ou plusieurs équations non résolues. 

Supposons d’abord deux quantités x et y liées entre 
elles par une seule équation 


(1) J (2, y)=0, 
et soit x la variable indépendante. On peut trouver dy 


d - , te og 
ou oA sans étre obligé de résoudre ]’équation par rapport 
ay. En effet, si l’on congoit que y soit remplacée par sa 
valeur en fonction de x, y = 9(2x), on aura identique- 
ment 
JS [2,9(x)]= 0. 
Donc la différentielle de f (x, 7), prise en regardant y 


comme une fonction de x, doit étre identiquement nulle, 


et, d’aprés la régle des fonctions composées (47), on a 


(2) US te + 


d 
f d 
daz dy 


ly — 0, 
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on tire 
af 
dy dz 
az if 
ay 


si, la dérivée de la fonction implicite y s’obtient 
isant la dérivée du premier membre de l’équation 
‘ar rapport 4 x, par la dérivée de ce membre prise 
pport 4y et en changeant le signe du quotient. 
Lorsque l’équation d’une courbe se présente sous 
ne 
f (2,7) =0, 

e précédente permet d’obtenir le coefficient angu- 
le la tangente menée par un point quelconque de 


sourbe, c’est-d-dire %, sans résoudre I’équation 
pport 4 l’une des variables. 
upzes. 1° Soit l’équation de l’ellipse 
aty? + bt alt, 
férentiant, on a 


2aty dy + 2brdz=0; 




















dy_ Be 
dz ay” 
tion de l’ellipse donne deux valeurs de y, 
4 so, 
na+hyeoe, n=—! yes, 
alles correspondent deux valeurs de x, qui sont 
dy, bo dy, bs 
dz ajax de ayg—s 


iéral, x a autant de valeurs que y. 
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2° Soit l’équation 
Ay” + Ba" + Ca? yf=0, 
on en tire 


mAy™'dy + nB2*'dz + px yidx + qCxP yt-'dy = 0, 


d’ou 
dys RBa** + pCa yt 
dz mAy™—'! +. qCyi—'aP 








3° Soit 
z+ x'— 3azry —0; 
on en déduit 
dy  ay—=x 
dz y?— ax 


Comme, en général, a une méme valeur de x répondent 
trois valeurs de y ou trois points de la courbe, il y a aussi 


dy 


trois valeurs correspondantes de = 
og 
4° Soit encore |’équation 
. & 
a’ sin = ZY, 





qu’on ne pourrait pas résoudre par rapport a y; elle 
donne 





+. . 
a cos — 7 (dz + dy)—=ady +ydz; 
d’ou 
ety 
dy FOO 
dz a«aty 
° a cos 7 





ELIMINATION DES CONSTANTES, 


83. Entre une équation donnée et |’équation qu’on en 
lire par la différentiation, on peut éliminer une constante; 
i] en résulte une nouvelle équation qui exprime une pro- 
priété de la tangente, commune a toutes les courbes que 
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représente i’équation pruposée, quand on y donne diffé- 
rentes valeurs a la constante. 

- Ainsi, soit 


xy? = 202; 
on en tire 
xy dy = adxz, 
puis, en éliminant a, 
dr or. 
J dy — ° 


C’est-a-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le 
méme axe et le méme sommet, la sous-tangente est 
double de l’abscisse du point de contact, quel que soit 
le paramétre 2a, 
L’équation 
yy’? = 2ar + 2’, 


qui représente une suite de paraboles ayant le méme axe 


Fig. 6. et le méme foyer, conduit, 
’ par lélimination de a, a 
l’équation 
M 
dy\? x 
r(Z) + 2re — yO, 
ee 
T F P N z d’ou 
dy —x#+ Y2?+ y? 
dz x 
ou | 
z -|- dy =_—_ xz + 2< 
Jy dx _— Jy’s 
mais 


d 
z= FP, y 5 =PN, z+ vy? = FM; 


on aura donc 
FM—FN, puis FM=FT. 


C’est-a-dire que dans toute parabole le foyer est égale- 
ment distant des points ot la tangente et la normale 
rencontrent l’axe, ainsi que du point de contact 
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FONCTIONS IMPLICITES DONNEES PAR PLUSIEURS 
EQUATIONS. 


84. Deux fonctions implicites de x, savoir y et 2, étant 
données par les équations 


(1) F (x, 7,2) =0, 
(2) F(x, y,2)=0, 

. dy dz : , 
on peut obtenir a, et Zz sans les résoudre. En effet, si 


Pon portait dans les équations (1) et (2) les valeurs dey 
et de z en fonction de x qu’elles déterminent, savoir 
vy =9(x) et z=+(2x), les premiers membres 


SF (2; 9(z),b(x)], Fz, 9(x), $(z)] 


seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles 
seraient nulles aussi. Il faut donc égaler a zéro les diffé- 
rentielles de f (x,y,z) et de F(x, y, z), en y regardant 
y et z comme des fonctions de la variable indépendante x. 
On obtient ainsi 


df. df. df. 
(3) dz tt ay VU + 2% 
dF dF dF 
Oe det O a= 
(4) de Ot Ga 
oo, dy d 
équations qui renferment les deux inconnues = et _ au 


premier degré seulement : on en tire 


———7 een a ote eee 
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Si l’équation (1) ne contenait pas x, on aurait 


of _ 


dz” 


et l’équation (3) deviendrait simplement 


dy + Fae = 03 
d’ou l'on tirerait 
af 
dz a dy 
dy df 
dz 


Cette derniére expression est le rapport des différentielles 
de zet de y considérées comme fonctions de x; mais c’est 
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme fenc- 
tion de y, en regardant y comme une variable indépen- 
dante. En effet, z étant fonction de y, en posant 


a= 9(y) 
et prenant les différentielles par rapport a x, on a, d’a- 
prés la régle des fonctions de fonctions, | 
dz 
dy 





dz=9'(y)dy, dod 9! (y)= 


85. En général, si l’on an équations entre 7 ++ 1 varia- 
bles, une seule sera indépendante et toutes les autres se- 
ront fonctions de celle-la. On égalera 4 zéro les différen- 
ticlles des premiers membres de toutes ces équations ; on 
aura ainsi m équations ou dx, dy, dz, etc., entreront au 


had , A e q 
premier degré, et d’ou l’on tirera les valeurs de =, 


dz 
—~9 etc ° 
dx 


&6. Soient, comme exemple, Jes deux équations 
(1) P+ y+v kh, 
(2) az + by q-cz-+h= 03 
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onen tire, par la différentiation, 
azdzxz--ydy + 2dz=0, 
adx + bdy + cdz=0, 


d’ou 
dy as—czx 
3 — 
(3) dz cy — bz 
dz bx—ay 
(4) dx cy — bz 


Voici l’interprétation géométrique de ce résultat : les 
coordonnées étant supposées rectangulaires , les équa- 
tions (1) et (2) représentent, la premiére une sphére dont 
le centre est 4 l’origine des coordonnées et la seconde un 
plan; le systéme des deux équations représente donc le 
cercle résultant de J’intersection de ces deux surfaces. 
dy dz ys yes . 
it oe donnent l’inclinaison des tangentes aux projec- 
tions de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des 22x. 

On connait donc la projection de la tangente sur deux 
des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle- 
méme. 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


87. Soient y = f(x) une fonction quelconque de x, et y' 
sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, on peut 
la différentier, et l’on obtient ainsi la fonction dérivée 
de y’ que l’on appelle la dérivée seconde, ou du second 
ordre de y, et qu'on désigne par y”. De méme y” aura 
une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les dé- 
rivées de tous les ordres de y. On les représente aussi par 
f(x), f" (2), fl ()y000 : 

A ces dérivées correspondent les différe:tielles succes- 
sives de y. En regardant h, qui est l’accroissement arbi- 
traire de x, comme une constante, on a 


dy=y'h, d(dy)=d(y'h)=y"h’, 
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et ainsi de suite ; donc, si l'on représente d (dy) par d*y, 
d(d*y) par d'*y, et ainsi de suite, on pourra écrire 


dy =y'h, dy = y"h}, By=y"h, seep d*y yh, 
Comme hf, ou l’accroissement arbitraire de x, est la 

méme chose que dz, ces relations deviennent 

dy=yldz, d@y=y"dx, By y"dz,.... d*ymy™ dx". 


On tire de 1a les expressions suivantes pour les déri- 
vées successives ; 


dy d’y ay d" . 
P— = o— _~. mH _ eee (4) — ——. 
Tae % > Ge’ a 7 
88. Exempres. 1° y = x". 
dy / 
a 
— = m(m—1) a, 
ad 
—2 = m(m—1)(m—2) 2" 
a 
— = m(m—1)...(m— n+ 1) 2", 
d™ e 
= (m— 1). .3.2 I 





. . ~. ay 
On voit que, si m est entier, aya 4 une valeur con- 


stante, et que les dérivées ultérieures se réduisent 4 zéro. 


2° xy Act Br"! 4+ Ca™'= +... 
dy 
i mAz™—' + (m—1)Ba"™"+ .., 

cry 


73 =m (m— 1)Aa"™—? + (m—1)(m — 2) Ba™—* +.0.3 
, 
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et, si 7 est un nombre entier, 


jm 
= 1.2.3...m.A. 


Les dérivées suivantes sont nulles. 














3° _ yma’, 
dy d?y d*y 
Wow la, Fe — U (lal,---y ae (la). 
Si a=e, ona 
dy d’y d"y —¢ 
dz dz* """°~ dg» ~~ * 
Ae y = loge. 
y _ 
= =2 ' loge, 
a? 
= 1.27 ?. loge, 
a> 
Far bt det loge, 
d"® 
= (— 1)""'1.2.3...(2 — 1) a". loge. 
5o . y=sine, 
dy. dy si, dy d‘y __, 
Te (05% We? SB) Was ~~ 608% Get SNe 


Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces 
quatre valeurs. 
On peut remarquer aussi que 
dy . I | 
——- —= SIN {| & - 
lx ( + 3 r) ’ 
d’ou 
d*y . 2 . 3 
— —sn [( e+-—-r)> ——SID[ TF tH] peers 
dz 2 x 2 
et en général 


da" . 
ay — sin (#+3). 
daz* 2 
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Pour y = cos x, on trouverait 


Zr =o (2 +5) 
—— —= COS | 2 -+ — 7 Je 
dx" 2 


89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir 
ses dérivées successives sans résoudre l’équation qui la 
détermine. Soit 


(1) J (#2, y)= 09, 
on aura 

df df , 
(2) ae dy = 0, 


équation qui fournit d’abord la valeur de y’ en fonction 
de x et de y, ou en fonction de x seulement si l'on éli- 
mine y entre les équations (1) et (2). 
Maintenant, représentons par 
9(%, 7, x') =0 
Péquation (2), ou plus généralement une combinaison 
quelconque des équations (1) et (2). On pourra considé- 
rer la fonction @ comme identiquement nulle, si l’on y 


suppose y et y’ remplacées par leurs valeurs en fonction 
de x. Donc on doit avoir dp = 0, ou 


d d 
—! dx + ay +5 Gi =o3 


dx 
Vou 
de , de y 
(3) dz dy y+ dy’ Yr = 0. 


Cette équation fera connaitre y” en fonction de x, y et 
y', ou en fonction de x seule, si l’on élimine y et y’ entre 


les équations (1), (2) et (3) (*). 





(*) Si ’équation (1) renferme deux constantes, on peut les éliminer 
entre les équatious (1), (2) et (3), et l’on arrivera ainsi & une équation 
exprimant une propriété commune a toutes les courbes représentées par 
Véquation (1), dans laquelle on ferait varier ces constantes (83). On 
pourrait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un 
nombre suffisant d'équations différentielles, 


ee i — 
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On trouverait de méme y”, y'’, etc. 

Nous verrons plus loin (441) comment les équations 
qui déterminent y”, y”, etc., peuventse former au moyen 
des dérivées successives du premier membre f (x, y) de 
Péquation primitive, prises par rapport a x ela y. 


DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


90. Si l’on a nm équations entre (nz +-1) variables, y, x, 
t,u,¥,..., On peut en regarder une comme indépen- 
dante, et imaginer que toutes les autres solent exprimées 
en fonction de celle-ci. Si l’on choisit t, par exemple, 
ona : 
Y=(t) et d*y= YO (4) ae. 

Supposons, maintenant, qu auparavant «x ait été la va- 
rable indépendante, et que l’on ait 

y= (x) et x= o(t). 

L’élimination de x entre ces deux équations conduirait 
al’équation y= (t), qui, par la différentiation immé- 
diate, donnerait les dérivées ' (t), pb” (t),.0., p™ (t) dey, 
en considérant y comme fonction de Ja nouvelle variable 
indépendante ¢. 

Le probléme que nous allons traiter consiste a expri- 
mer, sans passer par |’élimination de x, les dérivées ou 
différentielles successives de y considérée comme fonc- 
tion de ¢, au moyen de f' (x), f” (x), etc., et des déri- 
vées ou différentielles de x prises en regardant x comme 
fonction de ¢. 


91. A cet effet, si l’on prend t pour variable indépen- 
dante, et que l’on considére x et y comme fonctions de £, 
on a, d’aprés la régle des fonctions de fonctions, 


dy = f' (x) dz. 


En différentiant cette équation par rapport a ¢ et regar- 
dant dr, non plus comme une constante, mais comme 





awk 
UE"! 
Rare! 
Liar ars 
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une fonction de ¢, on a 


dry =f" (x) det +f! (2) dz. 
De méme, 


By—f"(x)db+3f" (x) dxed*x-+-f' (x)dsz, 


et ainsi de suite. 

Si, au lieu des différentielles de y ou de p(t) par rap— 
port at, on veut avoir ses dérivées f(t) et p” (t), etc., 
il suffit de diviser les équations précédentes par dé, dt?, 
dt* respectivement, ce qui donne 


Y (¢) =F" (2) 9 (4), 
y" (4) =F" (x) 9! (eR + F(z) 9" (2), 
p(t) =P (2) ¢ (f+ SF" (2%) 9 Ce) 9" (4) + £7 (2) 9” (€)- 


92. Réciproquement, si l’on connait les différentielles 
ou les dérivées successives de x et de y considérées comme 
des fonctions 9 (t), | (¢) de la variable indépendante t, on 
en peut déduire les dérivées f’ (x), f” (x), etc., dey con- 
sidérée comme fonction de x. Car on tire des équations 
précédentes 


dy 
, ee 
St (2) = 7 
1% — dy d? 
f" (2) y— yY = 
duldx dry —dy@ar)\)—3@0Mxrldrdiy —drd°z 
f(x) = ley = oy — (dz dty — dyd?x) | 


les différentielles dans les seconds membres étant tou- 
jours relatives a t. 


93. Voici un autre moyen d’arriver a ces formules. 


On a d’abord 


d 
f' (z)=2. 


En différentiant les deux membres de cette équation par 
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rapport a ¢, on trouve 
__ axd*y —dyd'r 
_ dz? ? 


et, en divisant par dz, 


dzd?y — dy d?x 
I=) =e 


Une nouvelle différentiation par rapport 4 ¢ fera con- 
naitre f(x), et ainsi de suite. 


94. On doit remarquer que la dérivée premiére f’ (x) 
est la seule dont l’expression par les différentielles de x 
etde y reste la méme, quand on cesse de prendre x pour 
variable indépendante ou quand dx cesse d’étre con- 
stante. 


. . d . 
En effet, f’ (x) est toujours exprimée par a » tandis 


que les autres dérivécs f” (x), f” (x), etc., qui sont re- 
’ or, 2, ete., | tla variabl 
présentées par ——, —->> etc., lorsque x est la variable 
indépendante, ont des expressions plus compliquées 
quand on regarde x et y comme des fonctions de Ja nou- 


velle variable indépendante t. 


95. Il se présente ici une vérification des formules gé- 
nérales. Si l'on prend x pour variable indépendante, en 
faisant x = t, ona 


et l’on trouve 


d d? By 
Kaa Ka =Ge Pe) age 
dx est a présent constante, et les différentielles dy, 


d*y, etc., se rapportent 4 x. 


_ 96. Si Pon prenait y pour variable indépendante, I’é- 
Stcru. — 4n., 1. 6 
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tion 

r=S(2)s 
it résolue par rapport 4 x, donnerait une valeur de la 
ae 

x=F(y). 
‘) est dite fonction inverse de f(x). Il faudrait faire 
sy=t, dou 


dy=dt, dy=0, dy=0,..., 














)=2= rt 
OS de ~ [dey Py) 
(3) 
ae 
. dy datz ay F’ (y) 
Ss ay Fy)? 
ay 
\ _ — dedy diz + 3dy (dz) 
ye Tee eee 


—t#243(£2) 
dy dy? ay? BEY (x — P(r) E'(y) | 


(@) F(y} 











. Exempre. Soient y = f(x), et expression 
a 
> 


dy? 
_ (+3) _ fet sie) 
dy Fa)” 


dx? 


a 
3 


laquelle dy et d*y désignent les différentielles de 7 
: f (x) par rapport 4 la variable indépendante x. 

Si l'on prend pour variable indépendante une autre 
blet, lige a 2 et a y par les équations 


z=9(t) y= H(t), 
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les relations précédemment trouvées (92) donneront 


4 











dy? ; 
_ (: + ) _ (dx? - dy?)? | 
~ adxdty—dyd?z  dxad*y — dydtz 
dz 
ou bien 
| p’ (2) 
vel _ MedO es 200 
p(t) p(t) — Yi (t) g(t) (e) p(t) — YH (4) 9” (8) 


g(t) 
2° Si l'on prend pour variable indépendante la fonc- 
_ tion inverse y, on aura, en supposant x =F (y), 


dy 
Par exemple, si l’on a 


on aura 
dx——a(t—cost)dt, dy =asintdt, 


a’?zx—asinid?, d?y = acast dt 


La substitution de ces valeurs donne (en omettant le 
| signe —), 


| 
| 
x=a(t—sint), y=a(t— cost), 
| 
| 


“= 2aV2(1— cost} = 2247. 


EXERCICES. 
4. Trouver la dérivée de la fonction y donnée par Péquation 


AVIS TIVE Ee =o 


SOLUTION. 


omen a eee 


dx vi+ax e+-avara)(+y) 
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2. Eliminer la constante a de Céquation 


m 
yoart+t. 


dy\? _ dy = 
=(2)-rZ +m. 


3, Eliminer a et b de Péquation 


Soxorion. 


y—axt—bz=0. 
Soxvrion. e a 
‘y_ 2dy 
zt es 
4. Eliminer a, b et ¢ de Péquation 
s=ar+bhy+e, 
y étant une fonction de x. 
Sovvrion. 
die dy de ay 
de da? ~ de det = 


38. Démontrer que si u et v sont des fonctions de x,ona 


au dtu, de du | mim—1) do dtu a 
a 








Gat de ie dat a dat ga te 


6. Trower la m** dérivée de la fonction 


= 0089 cos (rsind). 





Soxution. 


SL = 67°89 o05 (sind + m0). 


1. Trower la mi dérivée de la fonction 
yer (1—2y. 








Souvtion. 
PS = n(a—t)...(2— m-1)(1 = yom 
mn : 
* [tao mpi ime 
m(m—1) n(n—1) 2 





+ Ta Game) e—mra)r—a) 
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d’y eit dy’ 
8. de at? as =% 


Que devient cette équation quand la variable indépendante est 7? 
SOLUTION. 





d'a 
atte O 
dy x 

9. det ene 


Que devient cette equation quand on prend t pour variable indé- 
pendante, sachant qu'on a 


= (2+ y1+2")? 


SOLUTION. 


40. (I— 2?) (5 — ea +ny=o, xz = cost. 


Prendre t pour variable indépendante. 


SOLUTION 
d*y 
a n'y = 06 
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SEPTIEME LECON. 


‘RENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDEPENDANTES. 


ntielles partielles et totales.— Propriétés de la différentielle totale. 
ifférentielle d’une fonction composée, — d’une fonction implicite. 
Grivées et différentielles de divers ordres. — Théoréme sur l’ordre 
différentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fone- 
s explicites ou implicites. 





‘RENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D'UNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


. Si dans une fonction de plusieurs variables indé- 


antes 
a 





F(x 752)> 
e fait varier que x, et qu’on prenne la dérivée 


fonction par rapport 4 2, cette dérivée partielle 


soe 4 . 
est la limite du rapport st) sera une certaine fonc- 


a. du 
q(x, 2); on la représente par la notation Pas 


me, La dérivée partielle, multipliée par dx ou par 


‘oissement arbitraire de x, donnera la différentielle 
elle de u par rapport 4x, ou “ dx. 

\ pourra prendre de méme la dérivée et la différen- 
de u par rapport ay, et aussi par rapport 4 z. 

+ Si lon pose 


du da 


Hee) Ga vlarss Gam 4) 


mme des différentielles partielles de u par rapport @ 
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toutes les variables, ou 


9 (27,2) de +p (a, 7,2) dy + x (2, 7,2) de, 
sera nommeée la différentielle totale de u. Dans cette 


expression, dx, dy, dz désignent les accroissements arbi- 
traires dex, y, z,0u Ax, Ay, Az. 


100. Pour trouver l’expression de l’accroissement total 
Au de la fonction u, nous allons reprendre la marche 
suivie pour démontrer la régle des fonctions composées. 
On aura, en désignant par a, 6, y des fonctions qui tendent 
vers zéro, avec Ax, Ay et Az respectivement, 


(1) f(a+ Az, y,2)—Sf (x, y, 2) =[9 (2, 7, 2) +a] de, 
(2) f(xy + 4y; 2) —f(@,y,2)=[b (2, 7,2) + 6] dy, 
(3) F (4, 752+ 42) —S (2, y, 2) =[x (2,7, 2) + 7] Az. 

Supposons que l'on fasse varier seulement x dans |’é- 
quation (2), puis x ety dans l’équation (3), il viendra 
(4) J (a+ Aa, y + Ay,2)—f (2 + 42, 7, 2) 

= [p(a+Aa,y,z) +6 jay 
et 
SF ( saree ianarens ich <1 mia ) 
= [x (e+ Az, y + Ay, 2) +4’ ] Az, 

6’ s’évanouissant avec Ax et Ay, ety’ avec Ax, Ay et 


Az. 
- $i l’on ajoute la premiére équation avec les deux der- 


niéres, il vient 
ff (z+ Ax, y + Ay, 2+ A2) —f(2, 7,2) 
=<=[9(4, 7,2) +a] do+[b(e+4z,y,2)+ 6 ]Ay 
+ [x(e-+ dx, y+ Ay, 2) + 4'] Az, 
ou, en désignant par 6” et ” de nouvelles fonctions qui 
tendent vers 0, 
(6) ( Au=[9(x, 7,2) 42+ (x, 7,2) Ayt+ (2,752) Az] 
) + (aha + B’Ay + 7%Az). . 


Ainsi l’accroissement de la fonction u se compose de 


tea 
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deux parties : dans l'une, les accroissements des variables 
sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces 
accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; 
dans l’autre, ces accroissements sont multipliés par des 
quantités a, B”, y” qui s’évanouissent en méme temps 
yu’eux. Dans le cas ot les variables indépendantes se ré- 
duisent a une seule, la premiére partie se nomme diffé- 
rentielle de Ja fonction. Il est donc naturel de donner, 
dans tous les cas, 4 cette premiére partie, le nom de dif- 
férentielle totale. 


101. Voici quelques exemples de différentielles totales: 


1° u=a*y", du=mx"™"y"*de + na™y"—'dy. 


2° “a= 7 _, 
zit y’ 
du—% Vz?+ ¥? dy — ay dix? + y?. 
a 
et comme 
. ly 
dy¥2? + 7? = ray +x, 
yoy? 
il vient 


— ary dx + axdy 
du == ——_—__—_—__, . 


(2+ 7’)? 





3° u = arc lang J, 
PY $4 


PROPRIETES DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE. 


102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22), 
que la limite du rapport de !’accroissement d’une fonction 
d’une seule variable a sa différentielle est l’unité (pourvu 
que la différenticlle ne soit pas nulle), Le méme théo- 
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réme a lieu pour les fonctions de plusieurs variables 
indépendantes, 

On a, d’aprés la définition de la différentielle totale, 


du = 9(2,y¥,2)Ax+)(2, 7,2) dy + x(2, 7,2) 2, 
par conséquent (100), 
Au— du=ahxz-+ B’bAy + 7"A2; 


puis, en divisant par du, 
A Az 
at BY py” 
Ax Ar 


— — FS 8 


Ay Sz 
9g (2575 z) + h(x, 7; 2) + X(23Is 2) — 


Lorsque Ax, Ay, Az deviennent infiniment petits, 
Je numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne 
devient pas infiniment petit, tant que l'un au moins des 


A Az e e e e Au 
~7 , =” reste arbitraire. La limite de — est donc 
Ax Ag du 


Punité, si les valeurs des accroissements Ax, Ay, Az 
n’annulent pas du. 


rapports 


103. Quand une fonction de plusieurs variables est 
constante, sa différentielle totale est nulle. 


En effet, la dérivée de cette fonction par rapport a 
chaque variable est nulle, par conséquent sa différentielle 
du 
dy 

On en conclut que si deux fonctions ont une différence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 
égales. Car si u — »'= c, c étant une constante, on a 


. du du . 
totale, qui est —- dx +-—dy+ 3, 22, est nulle aussi. 


d(u—v) ou du—dv—=o et du=cs, 
Et réciproquement, si du = dy, on a 


d(u— ve) d(u— 
| uns) 


dlia— 
d(“z—r)= oe") ae 4 dy dy az dz=0, 
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égalité qui entraine Jes suivantes : 


d(u—o) _ 


d(u—v) _ d(u—v) 
dx ° 


— =o 
dy ° dz ? 


puisque les accroissements dx, dy, dz sont tout 4 fait 
arbitraires. Par conséquent la différence u — v est indé- 
pendante de chacune des variables x, y et z (24). C'est 
donc une constante. 


DIFFERENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


104. Si une fonction est composée, par exemple, de 
deux fonctions des variables indépendantes x, 7, 2, 
comme p = F (u, v), on aura, en la différentiant tour 
4 tour par rapport 4 chaque variable, 


dp __dpdu | dp @& 
dz du dz Oe dx’ 
dp __dpdu | dp ap 
dy ~~ du dy do dy” 
dp _ dp du | ap dv — 
dz dudz do dz’ 


dp 
du 


~i— 9 ~ désignant les dérivées de p ou de F (u, v) prises 


par rapport a chacune des quantités u et y, comme si u 


et v étaient des variables indpendamtcs. 
dp dp 
En multipliant les dérivées ie dy —) 
respectivement et ajoutant, on aura la Jifférentielle totale - 


de p, 


oP par dx, dy, dz 


d 
dp =P au F av. 


Les facteurs du et dv qui multiplient les dérivées par- 


. dp d 
tielles “2, “7 
dv 


du 
de v. Ainsi le théoréme relatif a la différentiation d’une 


désignent les différentielles totales de u et 
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fonction composée (47) s’étend au cas de plusieurs va- 
riables indépendantes. 


DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 
» VARIABLES INDEPENDANTES. 


405. Soient, par exemple, les deux équations 


(1) S (29,2, 4,0) = 0, 
(2) 


F(.2, 7,2, U,)= 0. 


On peut choisir x, y, z pour variables indépendantes : 
alors u et y sont des fonctions implicites de ces variables. 
Or, f(x, y, 2, u, v) et F(x, y, z, u, v) ayant, pour 
toutes les valeurs des variables x, y, z, une valeur con- 
stante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent 
étre nulles (103). On aura donc 


d 

(3) Laer od y+ Zier Zan +2u=o, 
dF dF dF dF d¥ 

(4) de —— dz eG Wt Ee dz z+ 7 du “+ 7 dv—o. 


De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dy 
qui s’y trouvent au premier degré. 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


106. Soit 
uaf(r,y, z) 


une fonction des variables indépendantes x, y, z. Les 
régles relatives aux fonctions d’une seule variable 


. . pe, . du 
donnent immédiatement les dérivées success1ves Wx ) 
da du “ du du du du 


———— g « eee _—_— ct ——_g eee —_——e 
dz?” ” da™ Sy aye da? ae 
Or toutes ces dérivées sont des fonctions de x, y et z, 


qui ont elles-mémes leurs dérivées par rapport 4 chacune 
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du 
d({— 
(z) 
d 
a-dire la dérivée par rapport 4 y de la dérivée de u par 


rapport a 2x. 
Pour plus de clarté, on pourrait indiqter ces deux 


du 
a, (=) d,d,u 
—_———— ou 


des variables. Ainsi l’on peut prendre > c’est- 





opérations successives par iy dyda? Mais il 
suffit @é ire simplement ~~ ou dra arce que 
écrire simp dy da Ty da’ p q 


ordre des différentielles dy et dx au dénominateur in- 
dique suffisamment qu’il faut prendre d’abord la dérivée 


du 
de uw par rapport a x, qui est —» et ensuite la dérivé 
p pp ne | de ce 


du 
dx dy 
rivée par rapport a x de la dérivée de u par rapporta y. 

On indique d’une maniére semblable le résultat d’un 
nombre quelconque de différentiations successives exé- 





de a par rapport 4 y. De méme exprimera la dé- 


cutées dans un certain ordre sur la fonction u par rapport 


ad\u 


aux diverses variables qu’elle renferme. Ainsi ————_—— 
q n dzdxdy duc 


2 a ’ du . 
signifie qu'il faut prendre d’abord Fp = Mt» ensuite 


du, . du, du, , 
—_- = — =u nfin — = wy. - 
ay Uy, puis — 3, ete = C’est ce der 
nier résultat u, qu’exprime la notation dN 

a P dzdady dx 


THEOREME SUR L’ORDRE DES DIFFERENTIATIONS, 


107. Le résultat final de plusicurs différentiations 
successives est toujours le méme, quel que soit l’ordre 
dans lequel on opére par rapport aux diverses variables, 


Je dis d’abord que 
afte gat ‘ 
dx ay ou que d’u —s- du 
dy sd 4 dydz  dxdy 
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En effet, si l’on ne fait varier dans la fonction u que x 

ety, on peut, en faisant abstraction des autres variables, 
représenter u par f(x, y). Or on a 


0) f(e+hy)—Sar)=(Z+a)a, 
@ étant une fonction de x, y et h, qui tend vers zéro en 
méme temps que h, quelle que soit la valeur qu’on donne 
ay. 

Changeons dans cette équation y en y + k. Le premier 
membre devient 


S (ath, y +k) —f(2, 7 + &). 


d . 
Dans le second, —— devient 
dx 
du 
du 


dz 
oe bh 
dx + dy FON 
6 tendant vers zéro avec k; @ prendra une nouvelle valeur 
- . da .,%y , 
de la forme a + a@’k, a’ ayant pour limite —, si k dimi- 
dy 


nue jusqu’a zéro; cette nouvelle valeur devant encore 
devenir infiniment petite avec h quel que soit k, il faut 
que a’ s’annule aussi avec A. On aura donc 


S(athyt+h)—Sf(z, 7 + k) 
du a 
= da * ay * +8 h-+-(x2+talkjh. 


En retranchant la premiére équation de la seconde, puis 
divisant par Ak, il vient 


| flath, y+h\)—f(z, ry +h)—Sle+h, y\+f(2, x) 
hk 
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)n voit que le second membre, et par suite le premier, a 
du 
“Ge 
er’ quand h et k décroissent indéfiniment. 
Mais en faisant varier dans f(x, y) d’abord y et en- 


att 
7 : ad 
uite x, on trouverait de méme que “Gz est encore la 





our limite 


imite du premier membre de l’équation (3) quand h et k 
endent vers zéro. 
Les deux limites doivent étre égales; on a done 


de oe 4, we du 
dy de  dydx dady 





Il est bon d’observer que le premier membre de l’équa- 
ion (3) équivaut aux deux expressions (*) 


by Bee 9, Bede t 
Away Beay’ 








le sorte qu’on a 
Ay Apu =A, day 


ussi bien que 
d, dzu= ded, u. 


108. Il résulte de 14 que si]’on avait 4 différentier une 
onction plusieurs fois de suite par rapport 4 diverses 
ariables et dans un certain ordre, on pourrait, sans 
hanger le résultat final, intervertir l’ordre de deux dif- 
érentiations consécutives. On démontrera ensuite qu'il 
st possible d’amener chaque différentiation A tel rang 
u’on voudra, et par suite d’intervertir 4 volonté l’ordre 





(*) 4,u indique Paccroissement de u lorsque, x ne variant pas, x est 
tangé en z-+ Az, A, A,u ost l'accroissement de A, u lorsque, x restant le 
‘éme, on changey en y +A. La notation du est quelquefois employée 
our désigner la dérivée de u par rapport & =. Alors d,d,u = d,(d,u). 
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des différentiations successives, de la méme manieére 
quon démontre en Arithmétique qu'un produit reste le 
méme, quel que soit l’ordre de ses facteurs, quand on a 
prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs. 
On aura, par exemple, 

a°u d°u au 
didzdz dy dzdzx — dzdzdy dadzdz ~ dzdy dx> 


109. Exempres. 1° u== xy". 





du — maz! R du = ngz™ Rr=m=1 o 
dx J dy J 
i 
dx au mnt! pn! 
dy dady 7 
te 
dx dtu mngt! yt — au 
dz da dy si dy dx 
2° “ — arc tang . 
x 
du —y du x 


dz x'+y?” dy x+y?’ 
@u yr—-x aru 


dydx (2?-+ y?)? i dxdy 


DIFFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


110. Soit u une fonction de trois variables indépen- 
dantes x, y, z, et proposons-nous d’en calculer les diffé- 
rentielles totales du, d?u, d*u, etc. 

La différentielle premiére est 


du du du 
du = —— dx + wit a 
On aura la différentielle totale de du ou la différen- 


Helle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé- 
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rentielle totale de chaque terme de du, ce qui donne, en 


d?u da’ u 
observant que —— dy dz dedy’ elc., 
d? au Mu 
(5 2 + Iz dy * + aa) dx 
d2 





ad’? u a? u u 
—— d. —— d 
+ (se Tay? I ard as) Y 
d? 2 a? 
+ ( u dnt d7t dy + 7 ds) de 
Ly AZ 2" 


ou 


_ dtu du d au Ie? > ie 
= + Ot Get dz dy 








dtu a?u 
—— dixrd. —— . 
+ 27 he t+ 2 ne 


On voit que d*u peut se former en élevant au carré la 
° du du du 
i i iére — d. — dy + — 
différentielle premiére — dx + wv + = dz, pourvu 
qu’au numérateur de chaque terme du carré développé 
on remplace du* par d*u. Avec cette convention, on écrit 
la formule symbolique 


du du du (2) 
2 —~ ——_ y —— i e 
au ( Te daz +- dy dy + 7 as) 


On aura de méme en général 


d"u = (a + aay + =) 
l’exposant entre parenthéses indiquant qu'il s’agit d’une 
formu'e symbolique, c’est-a-dire d’une expression dans 
laquelle il faudra remplacer du” par d°u aprés le déve- 
loppement. 

On démontre la généralité de cette formule en prou- 
vant que, si elle est vraie pour un certain indice 7, elle 
est encore vraie pour l'indice zn +-1. 

En effet, un terme quelconque du développement 


ES 
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symbolique de d"u est de la forme 


du™ 


———_——. dP dy4 dz" 
(1) ha dy4 aa y ? 
ou 
PHeqItr=Re, 
et 


1.2.3... 


‘= 1.20 PRMb De GK 


Le terme correspondant de d”u est 


a"u 


} —_—__ dxP dy dz’. 
(2) da? dy tae OO 1 


On aura d"t'u en prenant la différentielle totale de 
chaque terme de d"u. Or la différentielle totale du 
terme (2) peuts’obtenir en multipliant sa valeur symbo- 
Jique (1) par l’expression 

du du du 


dz + — dy + — dz, 


(3) dz dy dz 


pourvu qu’aprés le développement du produit on change 
du"™* en d"*‘u. Donec la différentielle totale de d"u ou 
d"*‘y sobtiendra en multipliant par l’expression (3) la 
valeur symbolique de d"u qui, par hypothése, est la 
puissance n“”* de la méme expression. On aura donc 
aussi la formule symbolique 


du du du (n+1) 
ni _— —_ —__ —— e 
d w= (Gade + dy + Sas) 


DERIVEES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES, 


111. Une équation f(x, vy) =o entre deux variables x 
et y donne, comme on |’a vu, 
df afdy 
(a) det dy dx? 
Stunm. — Az., I. 9 
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d’o 
df 
dy dx 
dx df 
dy 
On peut exprimer les dérivées suivantes <%, oF, etc., 


par les dérivées partielles de divers ordres de f (x,y), car 
en différentiant par rapport 4 x l’équation (a), dx étant 
regardée comme constante, on trouve 





d? df a 1? ly\? df a? 
(B) dS 4g OF OY ued “y 47 ty _ 4, 
az? didy dz dy? \dx dy du? 
sv i. ay 
d’ou l’on tire qa 
En différentiant de nouveau, on obtiendra successi- 
| diy d‘ 
vement — 2 a eee 


412. Si Pon a une seule équation entre trois variables 
(1) IT (2, y, 2) =0, 


deux quelconques d’entre elles x ety sont indépendantes, 
et la troisiéme z est une fonction déterminée de celles-ci, 
On trouve les dérivées successives de z de la maniére 
suivante. 

En différentiant l’équation (1) par rapport 4 x, dont z 
est une fonction, om a 


(2) Wz dz de? 


. a 
dot l’on tire — On a de méme 


d df d 
af ade _, 
dy dz dy 


(3) 


. ° d: 
équation qui donne la valeur de z 
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En différentiant l’équation a par rapport 4.7, on aura 


df d*f dz a°f 2 af dz 
ax? dads dx de a dz dz”? 





q e dz 
d’ou lon tire a3" 


En différentiant l’é équation (2) par rapport 4 y ou I’é- 
quation (3) par rapport 4 x, on trouve également 


d*f af d’f dz af ae aS be dz dz deaf aa dz 
dady dy dz dx dxdz dy = dz dz dy dz dzdy 





d’ot l’on déduira 





dz 
da dy 
Enfin, en différentiant l’équation (3) par rapport ay, 
on aura 
af, af de ff (de) af ds 
dy? dy ds dy ' dz \dy 





dz dy* —= 0% 


; . . | dz 

equation qui fera connaitre dy? On trouverait de méme 
d'z d‘z 

dz dztdy’ 


413. Par exemple, l’équation de la sphére 


v+yi+2—a’—o 











donne 
dz 
zr+z—=dO, THEE =% 
dz dz dz \? a2z 
1+ (Z) 2 r+ (Z) di? 
dz dz d?z 
dx dy "dedy 
d’ou l’on tire 
dz «x de_ y 
de 3? dye? 
dz Paw Oe to? ad’ ay 
dai ———i SC“: ”—”—<—«SSC(i”:dc de 
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EXERCICES, 
4. w= arcsin ne du = are. 


2 u=2*, dua” (1ylede+ Sled + 2). 


3. u, #, 2 tant des fonctions d’un nombre quelconque de varia- 


bles, un a 
d.uez = vzdu +- uzdv +- uvdz, 


la lettre d désignant une différentielle totale. 
4. Démontrer les formules 


@ .uvz—ud? .0z—od? uz—2zd" .ue+-vzd?.u+-uzd’.v-+-uvrd?.z= 0, 
& .u0z —ud? .»2—vd uz—2d° .uv+-vzd* .ut-uzd’.v+-uvd*.z= 6dudvdz. 
3. wet étant des fonctions d’un nombre quelconque de varia- 
bles, on a, pour ih << m, 
| m(m—1) 
1.2 
= m(@™-'d'.up)* + (o"d'.u)* =0(*). 


(d'.ug™)* — m(od'.ug™ )* +- (97 d'.ug™?\*— ,., 


(*) Voir, pour cette formule et d’autres analogues, mon Memoire sur 
quelques formules générales d’analyse (Liovvit.e, t. XXI, p. 321). iP. 





fi, 
ca 
£ 
. 


qaetde 
eereee 
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HUITIEME LECON. 
APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIPFERENTIEL. 


DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS D'UNE 
SEULE VARIABLE. 


Démonstration de la série de Taylor. — Remarque sur l’emploi de cette 
formule. — Autres formes du reste. — Série de Maclaurin. — Remar- 
ques sur la sériede Maclaurin. — Seconde démonstration de la série de 
Taylor 


DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


4414, Ona vu, dans |’ dlgébre élémentaire, que si l’on 
change x en x-+-h dans une fonction entiére de la 
variable x, désignée par f' (x), on peut développer 
f (x-+h) en une suite de termes ordonnés suivant les 
puissances entiéres et positives de l’accroissement h, et 
qu’on a la formule 

S (a +h) =f (x) + hf’ (2) + (2) 4... 
h® 
1.2.3...” 








f"(a) +... 


f' (x), f” (x), etc., étant les fonctions dérivées succes- 

sives de f(x). Cette suite se termine d’elle-méme et con- 
| tient mm -+1 termes, quand f (2) est une fonction entiére 
| dont le degré est m; car sa fonction dérivée de l’ordre m 
po est une quantité constante, et les dérivées des ordrcs 
| supérieurs 4 m sont nulles. 

Nous allons voir comment la formule précédente peut 
s’étendre 4 une fonction quelconque f (x) d’une va- 
riable x. 
| Représentons par R le reste qu'on obtient en retran- 

chant de f (x + A) la somme des n +-1 premiers termes 
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da ln série 


he 


(m), 
1.2.3.. th ate 


apa) + 2B pele) et 


un nombre indéfini de termes, quand f (x) n’est 
ane fonction entiére; on aura 


R=f(e+4) —f(2)— (2) — Bye) — 
—— yn (2). 


1.2 


ms x+-h=z,d’ou résulte h =z —«x, et nous aurons 
R=Se)—Sta) — (2-2) f'(@) FN (2) 
for Sf (2). 


1.2 














pend, comme on voit, de x, de z et de n. 

mme x et z sont deux quantités indéterminées et 
vendantes l'une de l’autre, on peut faire varier x 
issant z constant et prendre la différentielle ou la 
ée de R par rapport a la variable x. On aura 


Bap (2) —(2—2) (2) — EF pie) 


(@=2¥ 2, (22 ens 
Tae fA) Ta a (#) 

















$f (2) +(e als (a) + EE ey 


(2 ==)" ") 

Tad oay” () 
les termes du second membre se détruisent, excepté 
-+1)"*, de sorte qu’on a simplement 


dR —2z) 
oo are le). 








tte formule va nous servir 4 déterminer deux limites 
: Jesquelles le reste R sera compris. 
Von remplace f ("+") (x), dans le second membre, 
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par une constante arbitraire C, on aura 


d (z— ax) (z—a)" 


de’ {.2.3...n(nb1)o 1.2.3...” 


En retranchant cette équation de la précédente, on trouve 


4) [R— ee| = a le Pema - 


1.2.3...(7% +1) 
équation qui a lieu quelles que soient x et z. 


415. Supposons 4 présent x moindre que z ou I’ac- 
croissement h positif (puisque h=2z—-) et admettons 
qu’en faisant croitre x depuis. une valeur quelconque 
plus petite que z jusqu’a la valeur z, la fonction f("t") (x) 
reste finie et continue, ou, en d’autres termes, varie par 
degrés insensibles. Désignons par M la plus grande et 
par m la plus petite des valeurs que prendra cette fonc- 
tion. En remplagant C par M dans I’équation ci-dessus, 
le second membre sera positif ou du moins ne sera jamais 
uégatif pour les valeurs de x croissantes jusqu’a z (*). 
Ainsi l’on aura 


ad (z — re 

—{R— —-——_———-. M ] > o. 

=| 1.2.3...(2 +1) |> 
Donc, tandis que x croit jusqu’a z, la fonction 
Z2—TF n-- i 
R— 2a 
1.2.3...(n+1) 
croit aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po- 
sitive (ou plutét ne devient pas négative). Mais cette 

(z — ae Rt! 

1.2.3...(a2 +1) 
vient égale 4 2 [car alors le reste R est nul, formule (2)]. 
Donc elle est négative pour les valeurs de x moindres 
que Z, et par conséquent on a 


fonction R — M est nulle quand 2x de- 


—_— a-Fi 
R<— (22) M. 


2 3...(2 +1) 


(*) Ce second membre pourra étre nul pour une valeur particuliére de =. 
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Si dans la méme équation (4) on remplace C par m, qui 
est la plus petite valeur de f("+") (x), il vient 


d — (s— ay 
da | R— 1.2.3...(2+1) m| <0 


Donc, en ‘faisant croitre x depuis une valeur quelconque 
(z — zr! 
3...(%-+1) 
puisque sa dérivée est négative; et comme cette fonction 
s’annule quand = atteint la valeur z [formule (2) |, elle 
doit étre positive pour les valeurs de x < z. Ona donc 


jusqu’a z, la fonction R — m décroit, 


ace _. art! 


Ro; (a+) 


Voila deux limites de R. 


116. Supposons maintenant x plus grand que z ou 
h négatif, et désignons toujours par M et m la plus 
grande et,la plus petite valeur que prendra f+” (x), si 
Yon fait croitre x depuis la valeur z jusqu’a une autre 
valeur quelconque plus grande que z. En remplagant la 
constante C tour 4 tour par M et m dans I’équation (4), 
on aura, si le nombre 7 est pair, 


-2.3...(2 +1) 
(z ~~ (2-2 ° 
Oo. 
dz “Ta 22 (2+ 1.2.3...(2 +1) m| < 
Donec, en faisant croitre x depuis z jusqu’a une valeur 


quelconque, la fonction R — 


1.2.3...(2 +1) M, qui est 


d’abord nulle pour x = z, croit en méme temps que x, 
ct par conséquent est positive. On a donc 


My 





R> _ (z— ax ett 


1.2.3...(a-+1) 
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et l'on trouve de méme 
. (2—a2)yr 
Si m est un nombre impair, on trouvera les mémes 
limites de R, mais prises dans l’ordre inverse, et par 
conséquent les deux inégalités seront les mémes que dans 
lecas ot: x était moindre que z. 
Qn remarquera qu’en supposant la quantité x plus 
grande que 2, le facteur (z — x)"*" est négatif ou positif, 
selon que 7 est pair ou impair. 


117. Il résulte de ce qui précéde qu’on a, dans tous 


les cas, 
R——@— 20" og, 
1.2.3...(2 +18) 

en désignant par K une quantité comprise entre M et m. 

Donnons maintenant a x une valeur fixe arbitraire, et 
désignons par x’ une variable qui reste comprise entre 
les deux valeurs déterminées x et z ou cet x +h. La 
fonction f "+" ( x’), qui, par hypothése, reste finie et con- 
tinve quand x! varie depuis x jusqu’a x +h, passera 
successivement par tous les états de grandeur intermé- 
diaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre 
M et m; elle deviendra donc égale a la quantité K, qui 
tombe entre M et m, pour une certaine valeur de la va- 
riable x’ comprise entre les valeurs extrémes x et x + h. 
On peut représenter cette valeur de x’ par x+6h, 
§ étant un nombre positif plus petit que l’unité et Pail- 
leurs inconnu, de sorte qu’on aura 


fr) (2 + Oh) = K. 
L’expression précédente de R deviendra donc 


Arti 


1.2.3...(n-+1) 





(5) R— FOr) (2 + 0h); 


en l’égalant a son expression primitive (1), on aura enfin 
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la formule de T. aylor 
f (2+ h) =f(2) + hf (2) += fi" (2) +. oe 


(6) he he+ 
Tad. at" (2) + a peat th 


la quantité hf est a volonté positive ou négative. 

Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x et de 
x -+-h comprises entre deux limites a et 5 (a étant 
<< ou > 5), pourvu que f‘"t") (x) reste finie et continue 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 5, et 
qu’en outre chacune des fonctions f(x), f’(x),..., f™ (x) 
ait une valeur finie et déterminée pour x. Ces fonctions 
resteront alors finies et continues, comme f“t' (x), pour 
toutes les valeurs de x depuis @ jusqu’a 5. En effet, une 
fonction reste finie et continue dans un certain intervalle 
‘quand sa dérivée n’a que des valeurs finies, car la formule 


g(x + Ax)— 9(x) =[o'(x)+a]dz 
fait voir que 9(x) varie par degrés insensibles en méme 
temps que 2, si 9’(x) est toujours finie. 
Les fonctions dérivées d’ordre supérieur 4 7 -+-1-ne 
sont assujetties 4 aucune condition. ) 


AUTRES FORMES DU RESTE. 


118. Si Pon sait seulement que la fonction f (x’) est 
finie et continue quand x’ varie depuis x jusqu’a z +A, 
et qu'on n’ait pas la méme certitude pour f(t") (x’), on 
peut écrire 








Ar 
f (+h) =f (2) + If (2) +e. gq lO @) 
A" 
+ rasa (2+ 0h). 
Ajoutant et retranchant —— (x), ona 





f(eth) f(x) + hf (2) +... t ——F _ fn (a) 
(7) h* _ 


+ ray LEM (4 + Oh) — FO (2)]5 
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Le reste R, qu'il faut ajouter 4 la somme des 7 -+-1 pre- 
miers termes de la série indéfinie 


h hn 
f(z) + hf? (x) + Tet (4) +: oot TE (2) reves 


pour avoir la valeur exacte de f(x-+-h), prend donc cette 
nouvelle forme : 
hh" 


(8) R= [F(z + 04) —F (2)], 


Le nombre 4, plus petit que l’unité, qui entre dans les 
formules (7) et (8), n’a pas la méme valeur que dans la 
formule (6). 

La formule (7) suppose que f‘") (z’) reste finie et con- 
tinue pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis x 
jusqu’a x +- h; elle n’exige aucune condition relative aux 
dérivées d’un ordre supérieur 4 7. Celles-ci pourraient 
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x’ 
comprises entre x et x-+-h, sans que la formule cessat 
d’étre exacte. Ainsi, en donnant a x une valeur particu- 
liére, ce développement (7) de f(x-+-A) peut étre exact 
quand on l’arréte 4 un certain terme, et devenir inexact 
si l'on voulait le pousser au dela. 

Supposons, par exemple, qu’on ait 


f (2) = (2) + (2 — ah $ (2), 
pv étant un exposant positif fractionnaire ou incommen- 
surable compris entre les entiers 7 et n--1. Les dérivées 
de f(x) seront finies et continues pour x = a jusqu’a 
f(x) inclusivement, en supposant que les dérivées de 
(x) et de (2) lesoient; mais au dela elles deviendront 
infinies pour x = a. Le développement de J (- +h) ne 


f® (a) 


tout au plus, et on le compleétera en lui ajoutant le reste 


he 
—_____ (n) — (n) ( 
1.2.3... ZV (a + 04) —F() (a)]; 





devradonc étre oussé ue jus wan terme —~, 
p que jusq 3 pn 


qui est une fonction continue de /, 
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119. Le reste R de la série de Taylor peut encore étre 
mis sous une autre forme, qui est utile dans certains cas. 

En désignant par 9(x) une fonction quelconque de z, 
on a, d’aprés la formule (6), 


g(z +h) = 9(2) + ho! (x + 0h), 
ou, en remettant z—- ala place de h, 
9(2) = 9(2) + (2—2)¢! [a + 0(2 — 2)]5 
mais si 9(c) représente le reste R, on a 


ae 


1.2.3.. 


g(z)= 0 et g(x) = Bf (2), 


[formule (3)], de sorte que l’équation précédente devient — 


[z —ax— 6( eI 





o(x) ou R= (s— 2) -——_— = f ("1 (2-+4-6(2—2z) | 
ou 

n+il____ 
(9) R= = ateets fl) (2 + Oh)3 


9 est toujours un nombre positif plus petit que Punité, 
dont la valeur n’est pas la méme que dans les formules (6) 


et (7). 


REMARQUE SUR LA SERIE DE TAYLOR. 


120. Si ron arréte la série de Taylor 4 un terme quel- 
conque —;—_ —3 —— f(x) qui ne soit pas nul, on pourra 


toujours rendre la quantité / assez petite pour que ce 
terme surpasse en valeur absolue /e reste qu'il faudrait 
ajouter a la somme 
-Fian) thf! (a)+...+ —__“__ (2), 
1.2.3...7 
afin d’avoir la valeur exacte de f(x +-h). 
En effet, si l’on prend Ja seconde forme du reste (8), 
pour que le terme qui contient A” surpasse le reste corres- 
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pondant, il faut qu’on ajt (en ne considérant que la valeur 
absolue de chaque facteur) 

he h" 
Ff (2) > [fF (2 + 6h) FO ()] 


1.2 


ov simplement 
FO (2) >F (w + Oh) — F(a). 


Cette condition sera toujours remplie, en prenant h 
suffisamment petit, si f) (a) n’est pas zéro et si f™) (x’) 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de z' 
comprises entre x et x-+h, puisqu’alors la différence 
f(x + 6h) —f' (x) tend vers zéro en méme temps 
que h. 


On voit méme que le rapport du reste R au terme en hh” 


ou l’on arréte la série tend vers zéro a mesure que h 
dimiaue. 


SERIE DE MACLAURIN. 


121. Si Pon fait 2 = o dans les équations (6), (7) et 
dans celle qu’on obtiendrait en substituant |’expression (9) 
de R, et qu’on remplace ensuite la lettre’ par la lettre x, 
on obtiendra les formules 


| fz) =F 0) + af (0) + = f"(0) +... 


an at lo) 1.2.3...(2-+1) 
I(x) =f(0) + af (0) + rat (0) 


+ FO+9 (Oz), 


10 
+S fr(o} +S —1f)(02) (0), 


f(x) =f(0) + 2f'(0) a +... 


2 0)(0) 4. SOO powsr(oa) 


+ 2.3. 
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On développe ainsi une fonction quelconque de x en 
une suite de termes ordonnés suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée 
de lordre nm +-1 ou celle de l’ordre n de f(x’) reste finie 
et continue pour les valeurs de la variable x’ comprises 
entre o et x. 

Si, lorsque m croit indéfiniment, |’une des expressions 


grr xz 
1.2.3.. (2 +1) FON (02), 1.2.3...72 


[F™ (92) —Fr(o)] 


ou 
get (1 —_ Q\n 


1.2.3...” 


Sf (att) (62) 


tend vers o, du moins lorsque x est au-dessous d’une 
certaine limite, la série 


f(0) + af! (0) + = f"(0) +a f"(0) +... 


indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre, 
aura pour somme f (x). On a done 

xz 
1.2.3 





f(x) =f (0) + 2f'(o) += f"0) + f"(0)+ oe. 


Cette derniére formule est celle de Maclaurin. Si 
elle était démontrée avant la formule de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci, en considérant f (x -+- h) 
comme une fonction de h 4 développer suivant les puis- 
sances de h par |’une des formules (10). 


REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN,. 


122. La fonction f (x) ne peut pas étre développée sui- 
vant les puissances de x par la formule de Maclaurin, 
quand cette fonction ou l’une de ses dérivées devient in- 
finie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la 
développer suivant les puissances de x — a, en changeant 
dans la formule de Taylor (6) x en a et h en x — a, ce 
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qui donne 
ff (x)=f (a) + (2— a) f(a) 
(11) + = =_ POA) Reet wt f(a) 
(x —_. a)\rtt 


Ta.300.(n 1) FO) [a+ O(a — a)}. 
La seule condition a laquelle Ja valeur a soit assujettie est 
que f +) (x') reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs de x’ depuis a jusqu’a 2; la série sera d’autant plus 
convergente que la différence x — a sera plus petite. 
423. La fonction f (x) ne peut étre développée en une 
série convergente procédant suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x autrement que par la formule 
de Maclaurin; car supposons cet autre développement en 
série convergente, 


J (x)= A+ Be +-C027+D2'+..., 


on en conclut 

; ft" (0) 
[A—f(o)]|+[B—/S (o} Ja + ¢— > uw? -+-,..3 0. 
En faisant x =o, J’égalité précédente se réduira 4 
A =f (o). Divisant par x et faisant de nouveau x7 = 0, 


F”’ (0) 


I.2 





on aura B = f’(o). On obtiendra de méme C = ) 


et ainsi de suite. 

De méme la formule de Taylor donne le seul dévelop- 
pement possible de f(x -+- h) suivant les puissances en- 
uiéres de h. 


424. Il ne faut pas croire que la série indéfinie de 
Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour 
somme f (x); lasomme de ses termes peut converger vers 


une limite différente de f(x). Par exemple, la fonc- 


tion e * devient nulle ainsi que toutes ses dérivées 
pour x= 03; tous les termes de la série de Maclaurin 
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appliquée a cette fonction sont donc nuls, et cependant 
Ja fonction n'est pas nulle. Si 9 (a) est une fonction dé- 
veloppable par la formule de Maclaurin, et qu'on pose 


I 


f(z) =9(z)+e *, 

la fonetion f (x), développée par la méme formule, don- 
nera lieu a une série convergente, mais qui aura pour 
somme 9 (x) et non pas la fonction développée f (x). 

L’égalité d'une fonction f(x) 4 la série de Maclaurin 
prolongée 4 Vinfini n’a lieu que dans le cas ou le reste 
qu’il faut ajouter 4 la somme d’un nombre quelconque de 
termes de cette série, pour avoir la valeur exacte de f(z), 
devient plus petit que toute quantité donnée quand le 
nombre des termes croit jusqu’a l’infini. 

Les mémes remarques s’appliquent a la sériede Taylor. 


‘AUTRE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


425. Soient m la plus petite et M la plus grande va- 
leur de f +") (x), lorsque x croit depuis x» jusqu’a X. 
Si a + h est une quantilé comprise entre x, et X, on aura 

SO) (a+h)—m>o. 


Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée 
par rapport a h de la fonction 


JS (a +h) —f@ (a)— hm; 


donc cette fonction croit avec h, et comme elle est nulle 
pour / = 0, on aura pour h>o 


ff) (a-+h)—f(a)—hm>o. 
Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné- 
galité est la dérivée par rapport a h de Ia fonction 


FO (a +h) — FON (a) -— WF" (a) — 


1.2 
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donc cette derniére fonction est croissante avec a, et 
comme elle s’annule en méme temps que f, on aura pour 


h>o 
° h?m 
F9 (a +h) —F0-Y(a) — Ff) (a) ——" > 0 
On aura de méme 


f-)(a +-h)—f @-)(a)—Af (a) — — “f ()(a)— 


h?im 





3 


fr) (a + h) —f (9) (a) —Af O(a) —...— tn, 


7>es*>e ee @Ooeeeesewnewreseeveeeeesvaeeeeereeeertaeveeeeseeeveeeeeve6e 6 @ 


et enfin 


| f(a+ 4) —Fa)— Wa) — SF" (@)— 
() hn jr! 
| a IT.2e. 


at) Tae 





m>o. 
On trouvera de méme 


re — f(a) — af! (a) — fr (a) —.. 





Arri 
*| 1.2 cnt (a) — 1.2...(%-+-1) M <0. 


On conclut de ces deux inégalités 


f(a+h)=f(a)+Af'(a)+ ~ f"(a) eee. 





Ar . e 
+ f(a) +R; 
1.2.2.2 


Arr 


2...(2 +1) m et 


R est une quantité comprise entre : 
jeri 


M; par consequent on peut (117) la repré- 


1.2...(2 +1) . 
Art! . 
tay FO (a + Gh), si FO*Y (x) 


reste finie et continue pour toutes les valeurs de x com- 
Stuam. —- 4z., I. 8 


senter par . 
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rises entre 2, et X. On aura donc 


(a+b) =F(a) + if" (a) +B yr(ay... 


* pret 
ar at F(a) + eral e+Om), 
e qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son 
arme complémentaire. 
On a supposé jusqu’ici l’accroissement h positif. Lors- 
ue cet accroissement est négatif, il n’y a de changé dans 
1 démonstration précédente que le sens des inégalités 


1) et (2). 
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NEUVIEME LECON. 
APPLICATIONS DE LA SERIE DE MACLAURIN. 


Développement des fonctions exponentielles. — Développement de sin 2 
et de cosz. — Formule du binéme pour un exposant quelconque. — 
Développement de log (1 -+ x). — Formules pour le calcul des loga- 
rithmes. — Des logarithmes considérés comme limites de fonctions 
algébriques. 


ree ene 


DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 


426. Soit d’abord 
S (x) =e'*, 


Les fonctions dérivées sont toutes égales a e*, et l’on a 
f(0)=1, f'(0)=1,..., f@r) (02) =e; 


d’ou 





grt ef2 
1.2.3...(2+1) 


antl eft 


Le reste tend vers zéro 4 mesure que 
I 


.2.3...(2+1) 
m augmente, quel que soit x, car on peut écrire 
6 


grt __ a2 2 aw x r x. 
1.2.3...(@+1) 12 i+1it2 a+ 








Si lon prend un nombre déterminé k <1, on arrivera 
rg 





nécessairement 4 un facteur ia <_k; comme les fac- 
ten décroissant, le produit — = ad 
teurs von »le p a Pan a 


sera plus petit qu’une puissance de k marquée par le 
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ore de ces facteurs, c’est-a-dire plus petit que A"+*~", 
r conséquent aussi petit qu’on voudra, en prenantn 





grand; donc le produit = > et par suite 


“At 





ite — eee (puisque e”* reste fini), peut de- 


‘ plus petit que toute quantité donnée; J’ot I’on 
2 
ut que la série 1+ = + s ++... est convergente, 


elle a pour somme e*. 


7, On tire de 1a le développement de a*. En effet, si 
observe que a = e!4, d’ot a* = e*!*, on obtient, en 
zeant, dans le développement de e*, x en xla, et en 
lagant e**!* par a?*, 
fla e(lay (lay allay 
1 1.2 1.2.3 1.2.0.8 
zi(lay' ge 
1.2.3...(@-F1) 








at qu’on aurait pu obtenir directement. * 


DEVELOPPEMENT DE sin ET DE COSz. 


3. Soit 

f(2)=sinz, 
ra, en appelantz un nombre pair quelconque, 
S*(z)=—sinz, f(z) 
=sing,.., fO(2)=—Fsinz, FSO) (x)= 0082; 





— cosz, 











=o, f'(0)=1, F"(0)=0, f"(0)=—tyeeey 
F(0)=0, ft (0x) == 08 (92). 





wudra prendre + cos (8x) ou — cos (6c), suivant 


ON 
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que 7 -++-1 sera de la forme 4p +1 ov 4p + 3. On aura 
donc 

x a‘ 

zn gat! 
_ 1.2...(2-+1) > 1.2...("-+1) 


cos (02). 


Comme cos ($x) est moindre que l'unité et qu’on 


' peut toujours prendre nm assez grand (n° 126) pour que 


ghti 
1.2...(2-+1) 
née, la série 


devienne plus petit que toute quantité don- 


x + a’ 
1.2.3 1.2.3.4.5 °°" 


est convergente quel que soit x et a pour somme sin x. 


Lorsque l’on aura x> ~) le signe de cos (8x) dépendra 


de la valeur de 9, et l’on ne pourra pas, en général, sa- 


voir le sens de l’erreur commise, lorsqu’on s’arrétera a 
un terme d'un rang déterminé. Mais si, comme il arrive 


e e my e [ ed 
ordinairement, 2 est < =» cos (9x) sera toujours positif, 


et erreur commise sera alternativement en plus ou en 
moins. 
429. Soit maintenant 
S (x)= cosz; 

on aura, en appelant z un nombre impair quelconque, 

J’ (x)=—sinz, f" (x2) = —cosz, 

J” (zx) =sinz, J'\ (x)= cosez,..., 

J) (x)= sinz, fr) (0x) = ces (Oz); 
dou 

x et 


COs f= 1 — —— + ——.— — 
1.2 1.2.3.4 


gr git 


1a 3..(a—1) 1.2.3...(2 +1) 


oe @e 


te, 


cos (@2): 
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d’aprés ce que l’on a déja démontré (126), on peut donc 
écrire, quel que soit x, 


x x Fra 
cos 2 == i HC > > HT ... 
1.2 4.2.3.4 1.2.3.4.5.6 


FORMULE DU BINOME POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE. 


130. Proposons-nous de développer (a -+- 5)", m étant 


quelconque. On a, en posant 5 =o; 


(a+ b)"=[a(1+ x)= a™(1+ x)". 


La question étant ramendée a4 développer (1 + x), 
soit 3 
A(e)S (tbe; 
on aura 
f(e)=m(iitey, f("(24)=m(m—1)(1+2)"”,..., 
£(") (x) = m(m—t)...(m—ati(itc)"™, 

FO) (02) = m(m —1)...(m— n) (1+ Ox)""'".., 


et, par suite, 


(m — 1) 


(t-te e)" 1+ max + — pe 


m(m—1)...(m—n+1) 


x 
1.2.3...2 


+ 


m(m—1)...(m— an) 


R-+1 m—n— 
1.2.3,...(2+1) ane" (I+ 02) ; 


134. Supposons d’abord que l’on ait x >>1, en valeur 
absolue; je dis que, dans ce cas, la série sera diver. 
gente. En effet, on a pour l’expression de deux termes 
consécutifs : 
m(m—t)...(m—p +1) 


P 
1.2.3...p nu 





U4) = 


__m(m—t)...(m—p+2) 
p= 1.2.3...(p—1) “3 
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u m-—-+-t! 
Up P 

Comme ce rapport, 4 mesure que p augmente, tend 
vers — x, et que x est plus grande que 1, il s’ensuit que 
la série est divergente. 


par suite, 





132. Quand au contraire x est moindre que 1, en 
valeur absolue, Ja série est convergente et a pour somme 
(t+ 2x)". | 

Supposons d’abord = positive, on aura 
__ m(m—t1)...(m—n) a r —_ 

1.2.3...(a+1) 1-+ Ox 
Le premier facteur peut se mettre sous la forme 


m(m—1)...(m—i+1)zi 








1.2.3...2 
m— i m—i-—i m— RnR 
x< . 2. Be eye 
(F t+ 2 n-+i 


Les facteurs de la derniére ligne convergent vers — x en 
prenant 7 assez grand, et si k est un nombre positif moindre 
que 1, thais plus grand que x, on peut supposer z assez 
grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que k, 
abstraction faite du signe. Leur produit sera done moin- 
dre que A"+‘—, et par conséquent aussi petit qu’on voudra, 
sin croit. Donc le produit total m(m —1).-+(m—n) 

1.2.3...(m +3) 


sera aussi petit qu’on voudra en faisant croitre 


nts 





1+ 02 
finit par étre positif, il tend aussi vers 0, 4 moins toutefois 
que 9, qui dépend de 7, ne s’approche aussi indéfiniment 
de o. Mais, dans tous les cas, ce facteur reste moindre 
que l’unité. Par conséquent, le reste R tend vers o, 
quand n croit. Donc la série représente (t-+- x)" pour 
toute valeur positive de x plus petite que 1. Comme 


a+i—a 
Quant au facteur ( » comme son exposant 
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d’ailleurs le reste change de signe quand n augmente 


d'une unité, les sommes successives de la série seront 
alternativement plus petites et plus grandes que (1 +x)". 


133. Si la valeur de x est négative, rien ne prouve 


I R-+- |—— ‘ ; > . 
que le facteur (tes) ne croitra pas indéfiniment, 


et méme il devra croitre, 4 moins que @ ne tende vers 0. - 


Il faut alors recourir a la seconde forme du reste (1418), 


__ m(m—1)...(m—n) 


Ra T(E OE Oey 
on a donc, en valeur absolue, si l’on pose x = — gz, 
_ m(m—1)...(m—n) , (tL — Oz'™ 
R= 1.2.3...2 ae(r— Oy (1— 62)" ” 
ou 


__m(m—t)...(m—n) a (t—o\3 _ 
R= 1.2.3...7 anes, (SE) (1 — 08) ; 


Le premier facteur tend encore vers 0, quand 7 aug- 
mente (132). 
| 


, , — 6 1—96\2 
D'un autre cété, comme on a < (=) 





peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, a 
moins que 6 ne tende vers 0, et dans ce cas méme ce fac- 
teur est toujours plus petit que 1. 
D’ailleurs (1: —9z)""* est <1 sim—r est posiltil, 
I . yas . 
et < Gaya im? est négatif: c’est donc, dans tous 
les cas, une quantité finie. Donc R peut devenir moindre 
’ q P 
que toute quantité donnée, si 7 est assez grand. 
En résumé, si x tombe entre —1 et +-1, on a, quel 
, ’ ’ gq 


que soit m, 


m(m—t) __ im (m —1)(m — 2) 


= rag 


(1+ a2)"=1-+ mz + 


; 
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DEVELOPPEMENT ve log (1-+ x). 


134. Soit 
J (x)= 1(1 + 2). 


b | 


(On ne cherche pas a développer Ix parce que 


=o rend infinies cette fonction et ses dérivées.) 
On aura 


Pel=O+e, fetta), P@aralitey 
fo) (x) = rE 1.2... (2—1)(1+ 2)", 
f**") (02) = 1.2.3...n(1+ Ox)", 


donc 


11 + deal a. aa grt Se I 
a —_— th __—- a E>ET ee ee rere ° 
2 3 | nna (1+ 6x)" 


Le rapport d’un terme au précédent est en valeur ab- 


solue 





- x, et converge vers x quand p augmente. 
rented 4 g . p aug 


Donc (52) la série est divergente lorsque la valeur ab- 
solue de x est supérieure a 1. 

Supposons maintenant qu’on ait, en valeur absolue, 
x moindre que 1. Dans ce cas la série est toujours con- 
vergente, et nous allons démontrer qu'elle a pour somme 
I(1+- 2). | 

1° Soit d’abord x positive; on a 


. I x n+l 
R= 7 ( } 
n+tei\i+dex 


est une fraction proprement dite; sa puissance 








z 
1+ 62 
(n +-1)*"* pourra devenir plus petite que toute quantité 
donnée; et il en sera de méme de R, 4 fortiori. 

2° Soit maintenant x négative. Posons x = —z. On 
aura, abstraction faite du signe, 





R I ght I Zz eet 
~ abl (1 —Ozyr' n+. (35) ; 
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Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste 
tende vers 0; prenons donc l’autre forme de R (118), 





—_ n-+1) —_ +1 —_— nr —__ 
ra.3.s on? (O27) = arri(1— 9) Xx (1+ Ox) 
On aura 








z— 6z\" ; 
<z<1. Donc (= 3) » et par suite 











z— 6z\" Zz . . 
( ) < ——>;? Peut devenir plus petit que toute 


quantité donnée. 
Ainsi, lorsque x tombe entre +-1 et —1, on a 


(1) ite)=e- S454... 


FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


135. On tire de la série (1) des formules trés-commodes 
pour calculer les logarithmes népériens des nombres. 


h 
En posant x = ;’ ona 


U(r) 1 (145) aly +A) —1y3 

d’ou 
h 1 fhk\? 1 fhk\3 

y+ h)—1 =5-i(5)'+3(5)—- 

y+ A)—ly y 2\y 3 \y 
Si h=1, on aura 

I I I 
rts ora tape 


formule qui donne |(y-+-1) au moyen de ly, et d’une 
série qui est trés-convergente lorsque y est un nombre 
trés-grand. 

Cependant on peut encore obtenir une série plus com- 
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mode. On a, en changeant x en — x dans la formule (1), 








x x xs 
(2) Mia) em OG 
done 
I+ a a 
Mt+2)—Mr— 2) =1 ($2) aa (2 F454 
+2 h h 
Posons — =I1+- pion en tire x = ay ER? et comme 
h 
(r+ 2) 17-44) —Iy, 
on aura 


h I h* 
8) My +a)—ly=a[ + +... | 


Cette série donne le moyen de calculer l.10. On 
fait d’abord y=1, h=1, etl’ona 


l2=—2 a 4+ 74... 9 
3 3.35 5.35 
puis 


’ I I 
1421.2, LS =1§-+'2 (A454...) 


l1o==1.2 +1.5 = 2,3025818, 


et, par suite, le module du systéme décimal 
mo = 0, 434294482 = log tab. e. 


436. Posons 


yuat— 252? et yth= x'— 252°+ 144, 


ou 
y= 2 (2+ 5) (x— 5), 


y th=(x+&) (2—§) (2 +3) (2—3). 


pi 
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En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a 


(x4) -+1(2—4)-+1(2-+3)41(2—3)—2l2—I(2+$)—1(2—5) 


—> 72 7 I 72 5 
_ ai—25e7+ 92 3 \e'— 25r°4+ 72 


rf 7m L. 
5 Ng e— 252+ 72 72 


Lorsque la valeur de x est trés-grande, le second mem- 
bre de cette égalité est trés—petit. En effet, si par exemple 
2 


x est supérieure 4 1000, le terme wo abat ta 


sera 


plus petit que — car 


2 72 Le 


a'—25 274-92 ~2"(x?—25) ~ 10° (108 10'° 10? 25 


Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits 
et décroitront méme trés-rapidement; par conséquent, 
si l’on avait 2 = 1000, ou un nombre supérieur, on pour- 


I 
rait, avec une erreur moindre que Toe 5? poser 


Me §) Me 4) + Me + 8) 4 Me—3) 
— 2le—l(2#+5)—I(#—5)=0, 


formule qui donnerait l'un queleonque de ces logarithmes 
Jorsque les autres seraient connus. Il est facile d’obtenir 
une multitude de formules de cette espéce. 


137. Lorsque deux nombres dépassent une certatne 
limite assez grande, telle que 10000, leur diflérence, 
pourvu qu’elle soit suffisamment petite, qu’elle ne sur- 


passe pas 1 par exemple, est sensiblement proportionnelle 


a la différence de leurs logarithmes. 
En effet, comme, ens’arrétant au premier terme, dans 
la série de Taylor, ona 


1 (1 +2r)= —, 


a 


re att - — 
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. h 
on aura, Si © = y 


h 
] h)—lyo=—-—: 
(y+ h)— ly = aR 
sik=t1, 
I 
—ly=— —— 
Nyt —ly=  y3 


donc 
iy +th)—ly_, r+! 
I(y+i1)—ly Y+6R 





Comme il n’entre ici que des rapports de logarithmes 
gq pp 4 ’ 


on peut écrire, dans un systéme quelconque, 


log(y +A) — logy y+ 
log(y +1)—logy y+0h 


puisque les logarithmes des mémes nombres, pris dans 


deux systémes différents, sont proportionnels (64). 


Or ; 
y+? 











y+ I 
: ou I++ — 
de méme 
r+ x I 
yrOh~ ye TT 
Donc 


+ 6 


, e I e 
w étant plus petit que 7) par suite, 


log (r+ )—logy = h(i) 
log (x + 1) — logy 7 
donc 
leg (y + hj — logy = [log (y + 1) — logy] 
=E wh([log( y +1) — logy]. 
Done si l'on pose , 


log ( x +: 4) — log y = [log (y +1) — logy] 4, 
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| 


Verreur commise E sera 
wh[log (y +1) — log y] = wh loge [1 (y +1) —ly], 


ou, ce qui revient au méme, 


E=oh loge ad 


N 


et comme ona 


w<ny ay SF? loge <=(*), A<1, 


On aura 


sl y est > 100000. 





E<— A<, 


2 o 
138. aéciproquement, ona 
__ log(y+4)—logy a 
~ log(y +1) — logy ~ 6” 
en négligeant la quantité ho << ; Si y est >> 10000, on 


prés. Mais il y a une autre erreur a 





\ I 
a donc h a 
10000 
craindre, parce que @ et 5 ne sont connus qu’a une unité 


I 
es: Alors h ne peut étre obtenu qu’a — prés. 
pres A oO Pp g 0 pres 


DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D’ EXPRESSIONS 
ALGEBRIQUES. 


439. Nous avons vu que e = lim (3 +- ~)* quand p- 


devient infiniment grand. On peut démontrer que 
. a2\™ 
e* = lim (: + =) 
Mm 


(*) Les logarithmes étant pris dans le systéme vulgaire. 
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quand m devient plus grand que toute quantité donnée. 
En effet, si l’on pose 
7 


xr i 
B=—, ona (1+=) —e+a, 


a étant une quantité qui s'évanouit quand m est infini. 
Donc 


( + =\"= (e+ a)*. 


Cette égalité a lieu quel que soit m; par suite, elle aencore 
lieu a la limite, quand x = o. Donc 


(1) e*= lim (: + =)". 


On pourrait le démontrer directement, comme on a 


démontré que e=lim (: + ~) - 
Mm 
140. Si lon pose 


e=y, do’ r=ly, 
il s’ensuit que 
. ly\* 
yx = lim (: + 2) ; 
par conséquent, 
lim “Vy = lim 14 ou ly=lim[m (Vy —1)]- 
m 
Il est d’ailleurs facile de le démontrer directement. 


AY e 5 
———, sil’on pose 
Yo 


Puisque | (1+ x) = - > 


ita, Vot x= "V/y —1, 








* Se ne ee Pa TR I FE aide. Bates 
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ona _ 
m)— _ ly Vy! . 
WV) = = ep)? 
done _ 
_ m(Vy —1) 
1+0 (Vx —1) 


Or, si mest trés-grand, "Vy —1 est une fraction extré- 
mement petite, quia la limite devient 0; d’ou l’on déduit 
encore 


(2) ly= lim [ m (Vr — 1)] quand m=. 


Cette formule pourrait servir a trouver approximative- 
ment le logarithme népérien d’un nombre, du moins en 
théorie. Pour rendre le calcul praticable, il faudrait 


rendre pour m une puissance de 2, et alors ‘Vy s’obtien- 
Pp P ) Jy 


_drait par des extractions successives de racines carrées. 


441. La formule (2) conduit au développement de 
1 (1 + u) en série, car, si l’on pose 


JSI+ 4a, 
on aura 


m (V7 —1)=m[(r-+uyh—a, 


et siu est moindre que l’unité en valeur absolue, le se- 
cond membre, développé par la formule du binéme, 
donnera ° | 


A I [1 
1 wat (aa) (aa?) 
m|(t+u)™—1 SS eB PE 


et, en supposant m= 0, 


u? “ae | 
I(t u) = u— Styne 


NEUVIEME LECON. 129 


EXERCICES. 


$ 
1. arcsing— 242-24 13.5 4 1.3.5 


2 3 2.4 5 2.4.6 





1 
in 
7 


1 2 
2. e“cosnx =1-+(a?+- n°)’ cos 9- = + (a? n°) cos29- — 


3s x a 
2 2)\2 . 2 2\2 . 
+ (a +R )* cos39 Tag t (4 + n*)’ cos 49 are aoe 


rR . . 

Dans cet exemple 9 = arc tang a On examinera les cas particu- 
. a 3 
liers: a= n=1; a= C080; n=sin8; a= na YS. 


inx)t=a( 242.24 242 2d: 
3. (aresine P= a( = +3 {+38 5 





Stcaw. — An., i. 


| Lay 


Fe: 
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———DIXTEME LEGON. 
FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSEQUENCES. 


Généralités sur les expressions imaginaires. — Formule de Moivre. — Dé- 
veloppement du sinus et du cosinus d’un multiple d’un arc suivant les 
puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d’une 
puissance d’un sinus ou d’un cosinus suivant les sinus et les cosinus 
les multiples de arc. — Théorie des exponentielles imaginaires. — 
Logarithmes imaginaires. 


GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 


142, La résolution des équations du second degré qui 
n’ont pas de racines réelles conduit 4 des expressions que 
Von nomme imaginaires, et qui sont de la forme 


a+b /—1. 


On a trouvé de grands avantages 4 les introduire dans le 
calcul, 4 les combiner par voie d’addition, de soustrac- 


tion, etc., en opérant comme si V—1 était un facteur 
réel dont le carré fat —1. On obtient pour résultat de 
nouvelles expressions imaginaires, et il est utile de re- 
connaitre les relations qui existent entre les quantités 
réelles comprises dans les expressions données et dans 
celles qui résultent de leur combinaison. 

Une équation qui contient des imaginaires est la repré- 
sentation symbolique de deux équations entre des quan- 
tités réelles. Ainsi, l’équation 


a+by—t=a+b'y—1 


comprend les deux suivantes : 


143. Toute expression imaginaire a+ 5 ¥—r peut 





4 
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étre mise sous la forme r (cost + Y—1 sint). Il faut et 
il suffit, pour cela, que l’on ait 





a . b 
r= a? + 6?, cos ¢ — —————.__ et sin § = ————3 
ya?+ 6? Va? 
on a aussi 
tang ¢ 6 
a =. 
5 a 


La quantité r, que l’on prend toujours positive, est dite 
le module de \’expression imaginaire. Les valeurs de sin t 
et de cos ¢ font connaitre l’arc t ou l’argument : on le 
choisit ordinairement positif et plus petit que la circon- 
férence. 


FORMULE DE MOIVRE. 
444, Le produit (cos 2+ V—1 sinx) multiplié par 
(cosy + ¥— 1 siny) a pour partie réelle 
cosxcosy—sinzsiny ou cos(x+,y), 
et pour coefficient de ¥—1, 
sinzcosy-+sinycosz ou sin(z#+y). 
Par conséquent, 


(cosx +y-—I sin z ) (cos 7 + y—siny) 
= cos(# + y) + ¥—1sin(x+,y). 
On conclut de 1a, quel que soit le nombre des facteurs, 
(cos «+ ¥—1sin x) (cos y+ /—1siny) (cosz + Y—1sinz)... 
=cos(a+y-+2+...)+y¥—isin(e@+y+2-+...). 


En supposant x = y= z=..., on en déduit, m dési- 
gnant un nombre entier et positif, 


(1) (cos. +- —1sinz)"= cos mx +- /—1-sin mz. 


9: 


E 


~ 


. cd aie eee ee = a 
“ ran ie wee aed 


<a Ee ia 


@ 


ae 





? Pal TR a ph RT Fs EWS: TNT OWES: 
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Cette formule, appelée formule de Moivre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif, 


DEVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS DUN MULTIPLE 
DUN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU 
COSINUS DE CET ARC. 


145. Sil’on développe la formule (1) et que !’on égale, 
de part et d’autre, les parties réelles et les parties imagi- 
naires, il vient 


m(m— 1) . 
COS mx = COS” 2 — —————- COs™—? x s1n? x 
2 
(2) m(m— 1) (m—2)(m—3) . 
- ————______————- cos”"—‘z sin‘ a—... 
1.2.3.4 
et 


sin mx == m cos*—' z sin x 
(3) m(m —1) (m— 2) 


————— Cos"—* x sin? x +-.... 
1.2.3 


On voit que cos mx et sin mx s'expriment en fonction 
rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cosmx 
peut s’exprimer en fonction rationnelle de cos x seul, 
mais sin mx ne peut s’exprimer en fonction rationnelle 
de sin x seul que si mest un nombre impair. 


DEVELOPPEMENT D UNE PUISSANCE DUN SINUS OU D'UN 
COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MUL- 


TIPLES DE L ARC. 


446. Pour résoudre la question inverse et développer 
cos" x et sin” x suivant Jes cosinus ou les sinus des divers 


multiples de x, posons 


u=cosx+Y¥—isinz et e=—cosr— ¥—Isina, 


on aura 
acosr=za-+o et 2f—isinz=u—e; 





— = 
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de 14 résulte 
m (m—t) 
2" cos” x = (4 -+e)*= u® + mu" op + —3 um? yr, ,, 
.2 
m(m—1) 
<> a? o™—2 4 muy™—' + vo", 
I. 


Il convient de distinguer deux cas. 

1° Quand m est pair et égal 427, le développement 
renferme un nombre impair de termes et il y a un terme 
m(m—1)...(n+1) 


u"v®, On a donc, 
1.2.3...” 


du milieu qui est 
en groupant les termes également distants des extrémes, 


2” COS” 2 == u™ +. oO" +- muy (w™—? + uM?) +, 
m(m—1)...(2+1) 


- ——_—__—_—_,——__—_ uv" ", 
1.2.3. e Pe 


Or u? +- vP= 200s px et u? vP = 1, puisque uv = 1; donc 


2™ cos” x == 2 cos mz + 2mcos(m—2)z%+-... 
m(m—t1)...(a-+t). 
1.2.3...2 ? 
d’ot 
( 2"-' cos” 2 == cos mz +- mcos(m — 2)z 


(1 ys 4 ni = rcs (mf) ab vse 2 nt) 





2° Si mest impair et égal a 27--1, (u-+-v)” aura un 
nombre pair de termes, et l’on obtiendra facilement 


| 2™—! cos" x —= cos mx +- mcos(m — 2) 2 


") 4 MY oo5'm—L) eee Mee (242) 
Tra 1.2.3...2 


447. Pour avoir sin™x, il faudra prendre la formule 
u—ev—2/—ising, 


et en élever‘les deux menibres 4: la m'*”* puissance; il 


eT Hew 0-9. . 
: * oo meee et ale 
Vice as 
wg fe 
: vf 
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me * m 1 
)" 2m. sin® 2 = u™— mun-'o + ) yr, 





12 


ck n(a—n) wr muerte, 


apposons d’abord m pair et égal 4 an. Alors 
(v=r"=(— 1) 
ara un terme du milieu qui sera 


+ ™(m—1) ar 


1.2.3. 





ar 


1 donc, en groupant les termes deux 4 deux, 
-2"sin™ sin” 2 = (u™-+ o) — muv(u"™-?-+ 0-2) 
m (m—1) 
1.2 
m(m—1). AY) 
+ 1.2.3.. 





Wo (UJ... 


remplagant u'+ ¥* par eake, ut yt par 1, et 
t les deux membres par 2, 
= 1)" 2"-' sin” x = cosmz — mcos(m — 2) x 

mim 


+ =" cos(m—4) 2 oo 








apposons m impair et égal Aan +-1. Alors 


(Va) =(—1- v=, 
ura, en groupant les termes deux 4 deux, 
‘Tam sin™ c= (u"— 0) — muo (ur? — v1) 

4 MND piggy... 
1.2 


op (m= 1)-o.( + 2) 


ae" (4—v). 
T2060 ( ) 


énéral, 
—esay—tsinkz, atest. 
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Donec, en divisant les deux membres par 2 /—1,. il 
’ Pp ; 
viendra 

(— 1)" 2"—' sin" x = sin mx — msin (m—2)z 


(4) 4 MY) on em — 0 EE) oi 
1.2 1.2...7 


THEORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


148. On a pour toute valeur réelle de x (126) 


xz x’ 
efi tet + 
1.2 1.2.3 





+..6. 


Convenons d’appeler e *"~' le résultat de la substitution 
de 2 ¥—1 4 la place de x dans la série ci-dessus : on 
aura 


a TY nr I a 


1.2 1.2.3 "T2340" 


ou 

x? xi 

—— +- —_. —... 
1.2 1.2.3.4 


—— a x 
ry! (=— 1.2.3) 1.2.3.4.5 —...)s 


ce quirevient a 


erV—'— | — 


-(1) ei — cosx + ¥—tsin a. 
In changeant x en — x, ona 
(2) e~*¥—' — cosx — Y—Isin x. 
On tire de la 
ee 
(3) cos 2 == ——_______—_- 
2 
et 
v= —2V¥—i 
. err! — ese! 
(4) s11 2 = -——_——— * 
2¥—! 
449. Lorsque x et y sont des quantités réelles, on a 
(5) e’ >< e” = et," 
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La méme relation a lieu quand on a x ¥Y—1 et y ¥—1 
au lieu de x et de y. Effectivement on a, en multipliant 
membre a membre |’équation (1) et celle qu’on obtient 
par le changement de x eny, 
eY—' x o—' — cos(z +7) + Y—isin(z+y), 
r’est-a-dire 
ev— < ev —_— e(tty)¥—, 

Cette relation se démontre encore de la maniére sui- 

vante. Quand x et y sont réels, ona 
e>< oJ = ett; 


il s’ensuit que, dans ce cas, 





r ¥? 
(r+2+ 2 +...) (1+ y+ +...) 
I.2 1.2 


“ety; 
( Jy 4 
1.2 


(6) 


=iI+(e+y)+ 


_Or cette relation est une identité, car elle doit avoir 
lieu pour toutes les valeurs réelles de x et de y, sans 
aucune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent, 
lidentité subsiste encore lorsqu’on change x et y en 


xY—1 et ¥V—1; donc 
e¥—' 50 eV — el tty)V—1, 


150. Par extension, on est convenu de représenter par 


ext7"-1 le résultat de la substitution de r+ yV—1 a 


la place de x, dans la série 


x a3 
I+ vot — + ” +- eee 
{.2 1.2.3 





La formule e* >< e” = e*t” est encore vraie lorsque les 


exposants sont de la forme x+y ¥—1. 
En effet, on aura d’abord, en changeant y en y Y¥—1 
dans l’équation identique (6), 


eter — erty ; 
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on a, par conséquent, 
erty! — e#(cosy + Y¥—1 siny),. 
ert—i — (cose + ¥—tsin 0)5 
donc 


ertyv—i >< otto — erru [cos (y+ 9) —+- Y—1 sin (y + o)| ] 


c’est-a-dire | 
Ett V1 Sc euteV=1 — ertulyte) ¥—, 


151. Toute expression imaginaire a+ b¥—1 peut 
étre mise sous la forme e**7"—', En effet, comme 


_ett—1 — et (cosy + /—isiny), 
il suffit, pour opérer cette transformation, de poser 
efcosy==a, e*siny = b; Wot (e*)? =a? + 6, 
et, comme e* est toujours positif, 
e+ ya?+ 57; d’od wal (a? + 67), 


On aura ensuite 
b 


a : 
of 7 Va? + 0B? 


Va? + 6 
Alors, si 9 est le plus petit des arcs positifs qui ont 


a 
ya?+ 6? pour cosinus, él Vat B = pour sinus, on aura 


JYm2ir+o, 
z étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
D’aprés cela, ona 
(7) a+b Jar OMFG ee, 
On obtient encore ce résultat de la maniére suivante. 


Posons __ 
p(cose + ¥—1 sing) =a+by¥—1, 
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ura 
—— at singp= 1. 
Varo Va 
ffit done que lon ait 
e*(cosy + Yr siny) = p(cose + ¥—rsing), 
-a-dire 
ecosy =pcose, etsiny = psing : 


=Va+ 6, cose = 


1on tire 
(ep=p, dod t=p=+yard, 
suite, 
cosy =cose et siny =sing; 
yorin+e, 


at un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 
ai donne encore la formule (7). 


LOGARITHMES IMAGINAIRES. 


32, Si Yon convient d’appeler logarithme népérien 
+ 5¥—1 Vexposant imaginaire de e, dans l’éga- 
(7), on aura 


Va + by) = 21 (a+ B) + (im + @¥—1. 


ce nouveau point de vue, une quantité quelconque a 
‘ombre infini de logarithmes, parce que # peut avoir 
2s les valeurs entiéres possibles, positives ou négatives. 

5 =0, on a, en désignant par 1(@) ces nouveaux 
rithmes, 

V(a@) =la + (2in+ 9)V—t. 


est un nombre positif A, on ap = 0 et 
1(A)=1A + 2inV—1, 


ui montre qu’un nombre positif a un seul logarithme 
et une infinisé d’imaginaires, 
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Si a est un nombre négatif — A, ona 9= 7 et 


1(—A)=1A + (2i+1)e—1. 
Ceci fait voir qu’une quantité négative n’a pas de loga- 
rihme réel, puisque, méme en faisantz = 0, on a tou- 
jours | 
1(—A)=1A+ry)—1. 


Dans le cas oh A=1,0na 


(1) == 2inV—1 et 1(—1) = (2i +1)nrY—1. 


EXERCICES. 
4. Trower la différentielle de 


y =1(cosx+ Y—1sinz). 
SOLUTION. _ 
dy = /— I dx. 


2. f(z) étant une fonction réelle, si l’on pose 
f(z+yV—1) =P+Qy-1, 
dP _ 2Q. dP = dQ 


dx dy’ dy ax 


on aura 


3. Si l’on pose, dans la question précédente, 


dx +- dy f—1 = Vdx?+ dy? (cose -+Y—1 sine), 


on aura 





d*p " . 
da* 7 COS 2 TT ARO 
d"P = sin” wo dy", 
. sin 20 — OP cosne 
d"Q = dx dx" dy dy". 


sin” 
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ONZIEME LECON. 
RESOLUTION DES EQUATIONS BINOMES. 


ation de Péquation x” = a, — Théoréme de Cotes. — Résolution de 
Véquation 2" =— a, — de l'équation 2" =a-+5y—1. 











RESOLUTION DE L EQUATION X™"= a. 


33. La formule de Moivre peut servir 4 résoudre 
tation binéme 2” = = a. Nous traiterons d’abord 
tation 


"=a, 
tnt une quantité réelle et positive. A cet effet, posons 


2=r(eost + y—tsine), 


a" = r™(cosmt + y—isinmt) + 
ura pour déterminer ret ¢ l’équation 
r™(cosmt + ¥—1sinmt) =a, 
revient aux suivantes : 
r™cosmt== a, r™sinmi =o. 


ilevant ces deux équations au carré et ajoutant, om 
bord 


r™ =a, 


r 





+a, 
a désignant la valeur arithmétique de la racine mi*"* 
+ Il suit de 1a que 


sinmt=0 et cosmt== +1; 
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donc 


e > 21k 
mt=2inr, dou’ t=—> . 
m 


iétant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
Ainsi ’équation (1) est résolue par la formule 


2in . Qin 
x =r tl cos -— + ¥—I1 sin —— } 
m m 


454. Pour avoir toutes les valeurs de 2x, il suffi de 
donner a 7 les m valeurs 0$ 1, 2, 3,...,m—1. En effet, 
posons 

i=mq+h, 
k étant un nombre entier, positif et moindre que-m. II en 
résulte 











it Q2hr . 2in . 2h Qi 2kr 
—=29n-+ > sin——=siIn > cos—-=—coOSs 9 
m m m m m in 


oe 
el, par conséquent, 
it . ir ahr . ake 
cos —— + ¥—1sin —— = cos —— + Y—r1sin ——. 
rer} mh ‘713 m 
Donec la formule 


k 
(2) ex (cos + Yai sin | 


m 


donne toutes les valeurs de x, lorsqu’on attribue seule- 
ment ak les valeurs 0,1, 2,3,...,m—1. 

De plus, les m valeurs ainsi obtenues sont diffé- 
renies. En effet, comme k est plus petit que m et 


os 2hn . 
positif, Parc —— est moindre que 27; et deux quel- 
m 


conques des arcs considérés n'ont pas, 4 la fois, méme 
sinus et méme cosinus. 


155. Il n’est méme pas nécessaire de donuer a k toutes 
les valeurs enti¢res de o 4 m—1. En effet, posons 


k=m—k, 
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idra 
ake ak ake 2M 
- = 2n— 2 COS: = cos ——-» 
m m Mm m 
. he 
in 22% 
m 


r conséquent, 


ake «ake 
V¥—rsin 
m 


m 











uit de 1a que la formule 
ake . te 
ar (con 2B se y—isin 242) 


ra toutes les valeurs de xen attribuant ak les valeurs 


m1 


. ,m : 
243,005, Jusqu’a > ou » suivant que m sera 





u impair. 
THEOREME DE COTES, 


}, La formule précédente, en faisant connaitre toutes 
cines de léquation binéme, permet de décomposer 
mier membre de cette équation en facteurs réels du 
er ou du second degré. 

1s distinguerons deux cas : 

3i m est pair, on donnera a k les valeurs 0, 1, 2, 


my, . mpm . 
7 L’équation x™ — r™ =o aura pour racines 


a 





v 
an 2m 
zor (con 3% a V—isin 2), 


oar (oon  yiein 2), 


c= 


1, en groupant les facteurs qui correspondent aux 
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racines conjugées, on aura 
2 
z™— r™ = (2?— r*) (#— 2rcoSs —°£-+r? 
Mm 


(1) 4r (m— 2) 
x< (2—2 7cOs—— 2+r) wee &'—27C08———_—-« er?) ° 


2°Si mest impair, on doit faire k égal 4 0,1, 2,3,..., 
—TI 





» et |’équation x” —r™ = 0 aura pour racines 
xr, 


27 —., 2" 
x=r(|cos— + ¥—tsin —}, 
m m 


Ar . 4r 
= —— t+ /— Lan 
ear (costo y tsin ——}> 





Dans ce cas, on a 


2% 
2m — r™— (4x—r) (="— 27COS -— ° 2 t+ r) 
(2) 
m—tI 
x (=—arcost®. 2-47) eee (#—2re0s@ I" = 72-4) ° 


L'interprétation géométrique de cette formule et de la 
précédente conduit au théoreme de Cotes. 
Décrivons un cercle avec un rayon égal a7"; menons un 
Fig. 7. diamétre AA’, et, a partirdu 
point A, divisons la circon- 
férence en m parties égales, 
Prenonssurcediamétreune 
longueur OM = z, et joi- 
gnons le point M aux divers 
points de division. MB étant 





l'une de ces lignes, on aura 


—— 2 —_——2 ——? 
MB = OB + OM — 20B.0M cosBOA, 


‘ 
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MB.MB! == 2* +75 — arzcos =". 
De méme, 


MC.MC’ = 2-4 7 — arecos 4% 





n trouve ainsi les divers facteurs du second degré qui 
»mposent x” —r™. 

Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier 
2gré x —r et x + rreprésentés par MA et MA’, et dont 

produit donnera le facteur du second degré 2:*— r?. Si 

est impair, il n’y aura qu’un facteur réel du premier 
agré x —rou MA. 

D'aprés cela, les formules (1) et (2) expriment ce théo- 
sme dd a Cotes, que la difference des m'*™* puissances 
os lignes OM et OA est égale au produit des lignes 
‘enées du point M aux divers points de division de la 
reonférence. 


RESOLUTION DE L'EQUATION 2” = —a. 


457. Soit maintenant 4 résoudre I’équation 
2"=—a. 
osons encore 


x =r(cost + V—rsine), 


ou 





(cos mt -+ y—1 sinme) ; 
aura, pour déterminer r et t, les deux équations 
r™cosmt—=—a et r™sinmt=o. 


atire de la 








r==+')a, sinmt=o, cosmt io 
mc 
(2i-+1)r 
——) 


mt=(2i+1)n, dor t= 
m 
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¢étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif; 
par conséquent zx est donnée par la formule 


2i-i\r . (2i+1)4 
2x | cos =" + Y—r!1sin ot). 


Comme dans le cas précédent (n° 154), il suffit de faire 
successivement i== 0,1, 2,..., (m—1), pour avoir 
toutes les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont diffé- 
rentes; en effet, si k désigne l'un des nombres o, 1, 2, 
3,..., (7 —1), comme est au plus égal 4 m—1 et 2k +1 


(2k -+1)x 


au plus égal 4 2m —1, est toujours plus petit 


que 273 par conséquent, les m arcs considérés n’ont pas 
ala fois le méme sinus et Je méme cosinus. 


158. Il n’est pas nécessaire de donner a & toutes les 
valeurs entiéres de o 4m —1. En effet, si l’on fait 


k=m—1—Fk, 


il vient 
__ . _ v 
cos [2m (24 +1)|zx + y—tsin [2m (2k +1))x 
m m 
’ __ / 
_ os (24 +N Fein 24 +e, 
m | m 


par conséquent la formule 
¢ __ 
e=r cos (ak +N sg( 24408) 
m Mm 


donnera les m valeurs de x, en attribuant ak toutes les 
valeurs entiéres jusqu'au plus grand nombre entier qui 


m— I a ° 5 
;cest-a-dire qu’on s’arrétera a 





ne surpasse pas 


m—2 m-—-—it!I 





si m est impair. 





si mest pair eta 


159. De méme que dans le cas précédent, on pourra 
décomposer x"-+- 7” en facteurs réels du second degré, et 
Sturu. — An., I. 10 
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ar une interprétation géométrique du résultat. On 
in théoréme analogue A celui du n° 156, avec cette 
ance que les divisions de la circonférence en m par- 
sales ne commenceront pas tout de suite au point A, 


. . . nd 
‘are =. 
1 point qui en sera distant de I’are — 


ESOLUTION DE L'EQUATION X"= a+ bV—1. 


). En dernier lieu, soit 4 résoudre l’équation 


ew aatby— 





nplagons a+ 6 ¥—r par p (cos -+ ¥—1sing); 


s enfin 
2 =r(cost-+ V—1sine); 
za les deux équations 
r™cosmt = pcos9, r"sinmt = p sing. 
rede 1a 


("P= p, dod r™=+p et r=+%p, 








étant la valeur arithmétique de la racine m*™* de p. 
at alors 


cosmt = cose, sinmt=sing; 
mséquent, 


ain 
mt=2in+9, dod t= anche, 


gnant un nombre entier quelconque, positif ou né- 
par suite, 


int 2in 
wr ( oe EET yin EN), 





prouvera, comme précédemment, qu’il suffit de 
r a7, dans cette formule, les valeurs 0, 1, 2,..+; 
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jusqu’a m — 1, et l’on obtiendra ainsi pour 2, m valeurs 
différentes. 


161. La résolution de ]’équation 
z* -+- p2z™ +- g =0 


est maintenant facile 4 opérer; car on tire de cette équa- 
tion les suivantes : 








qui rentrent dans l’un des cas déja traités, 


10. 
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{ESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS UNE FORME 
INDETERMINEE. 

Neur des expressions qui se présentent sous Vune des formes 

7 0><00, 0%, 1", — Extension des régles précédentes. — Appli- 





IE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT 


° 
SOUS LA FURME 5+ 


une fraction qui se réduit ac 5 quand 


+ Soit 48 ) 


(=) 


. On sé propose de déterminer la valeur ¥ vers la- 


tend 212), lorsque x s’approche indéfiniment de 


4 (2) 
cur particuliére a. C’est cette valeur limite de ey 
appelle souvent la wraie valeur dela fraction qui se 
ite sous a forme indéterminée 2. Puisque 9(2) = 0 


1) = 0, on a identiquement 








) 9(z)—9(4) 
(2) — 9(a) won (2) saa 
=Fa—Kay OP Hay Fal Fa) 
z—a 
tendant vers la valeur a, o(2)— 9a), £2) — F(a) 
z—@ z—@ 


it respectivement, et par définition méme, vers 
et f’(a). Done 
fe ¢(a) (2) _ tig (2), 
F(z) f(a) Ae) F(z) 
arrive encore ace résultat par la sdrie de Taylor. 
sons que f(t) (a) et p+") (2) oient les premiéres 


>» ou lim 








al —— os 
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dérivées qni ne s’annulent pas simultanément pour 
Z=a}; on aura, en posant r=a-+-h dans la for- 


mule (11) du n° 422, 





An 
= (#1) h\ 
ela +f) 1.2.3...(n-+1)* (a 04), 
Asti 
J(a +h) = — 5 fori(at oh), 


1.2.3...(2 +1) 
d’ou 
gpiath) — of "*)(a+ 6h) 
Fla th) fv (a+@h) 
d’ou l’on tire, en faisant h = 0, 


(a) _ grr (a) ! 
F(z) f@rn(a) 4 


9 








lirn 


. : a®™ . Oo 
463. Exempries. 1° L’expression —— devient = 





pour x =a. Or la dérivée de x* — a™ est mx", et celle 


tym | 


e eAs Qa 
de x — a est 1; donc Ja vraie valeur de -_——— est ma™—' | 
wt—@ 


pour x = a, quel que soit m. 
2° En appliquant la méme régle, on trouve que, pour | 


. w8— hart Sax — 2143 
x =a, la vraie valeur de ———-—___—_ 





est oO. 





x —_. a? F 
On peut le voir autrement, car ; 


a— hax? + 5a’x — 24° == (x — a} (x — 2a), 
2!—a?=(z—a)(z+a); 


donc la fraction donnée est égale a 


(a2 — a)?(x% — 2a) (x — a) (2 — 2a) 
(2 —a)(x-+ a) za ? 
expression qui devient bien o pour x = a. ‘ 


.. Sinz . . oO 
3° Soit —" Pour x= 0, cette fonction devient <3 
la dérivée de sinx est cosx, et celle de x est 1; donc la 
li e siInz 
Imite de —— est 1 pour r= 0. 


Ce résultat doit étre considéré comme une vérification, 
Mais non comme une démonstration, puisque nous n’a- 
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enu la dérivée de sinx qu’en nous appuyant sur 
r li sing 
me, que lim —— est 1 pour «= 0. 


. . . sin?. 
_appliquant la méme théorie on trouve lim "= 
z 


= 0; cette limite est 0. 
arrive aussi de la maniére suivante ; 














sinz |, sing 
n lim lim sing =1 X o> 0. 
z a? 
itde méme 
tanger |. sing I 
n S78E = lim >< lim =IxKi=1 
= = cosx 





ouve successivement 


g(z)__ e&#+e*—2 








° 
5 Pour s=05 








F(z) 1 cose 

” 

g'(z)_ @#—e* _o ar 
F(z) sing 9 POOF =O 
(2) eet _ 
Fe) cose =? pour z=o0. 


e cherchée est donc égale a 2. 
rait parvenu a ce résultat, en remplagant e*, e~* 
par leurs développements en séries. En effet, 





2 a 


i italia (a + Tage tT 
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dou 
3 x + 
2 ws 
e—et—ar \i.2.3 1.2.3.4.5 
—— 3 5 e 
xr— sing eo x oo, 
1.2.3 1.2.3.4.5 


Si l’on divise le numérateur et le dénominateur du se- 
cond membre par x*, puis qu’on fasse x = 0, on trouve 


encore 
ef — er — 224 





lim ; = 2. 
x— sine 
. xr™*— x ; 

6° lim ——_——_—_ = — 2 pour x=1; 

i—xr+lez 
o li le oO I 

im —— =I ur r~=I. 
7 xr—I P 


2) 
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME ~ 


9(z) 
J (2) 
forme <n pour x = a, il s’agit de déterminer la valeur 


“el2). 
F(z) 


prenne la 


164. Supposons que lexpression 


de lim ——.- Ona identiquement 


g(z) fi) 


J (2) 


= a 





I . 
or, pour + =a, et a2) sont nuls. Donc la vraie 
q (2 


— 
F (7) 


valeur de cette * expression sera la limite du quotient des 








dérivées de —— FG 5 et de ne aa)’ et l’on aura 

(x) Fe f'(2) ( 
lim 2(2) — T(z) . "(x g(z) — 9(2) 
™ F(z) 9 (x) tim ¢ (7) *< (z) «Fe | 
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gz), 
F(z 








#2) toy WU), 
Fea) = FS) 


stombe ainsi sur la régle donnée dans le cas ou 


A on lim ——~ 





sion proposée devient $; par conséquent, sin +1 

Yordre des dérivées de ¢(x) et de f(x) qui, les 

es, ne sont pas nulles ou infinies a la fois, ona 
lim 202) — 2t?(a) | 


Fe) Fay” 
La démonstration précédente suppose que A, 
lite la Timite de $12}, est différente de o ou de 
je dis d’abord que la méme régle subsiste quand 
in effet, g désignant une constante, l’expression 





o(z) (2) + 8f(2) 
Fla) 78 Fe) 
‘a encore = pour 2 =.a; mais sa vraie valeur 
iisque A ou wo) 4. est nulle. Donc, d’aprés ce que 
nons de démontrer, 
g(a) +8f'(a) g(a) 
ba Fay ET Cay 
£4) gat 


ans ce cas, l’application de la régle générale con- 
vraie valeur de l’expression. 
résulte qu’elle y conduirait encore si A était in- 
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e(a) J (a) f'(@) 
¥(a) = = 0, » on a =o Done ¥(a) 
g(a) 
S' (a) 





finie, car si —-— = 0, 


et par conséquent 





VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME O >< ©. 


466. Pour trouver la valeur de l’expression 9(4) f(@), 
dans laquelle 9(a) =o et f(a) =, on observe que 


e e e oO 
expression qui devient ~ pour x =a. 


On peut encore poser 


9 (2) 
qui devient = pour r= a. 


Dans les deux cas, on appliquera les régles précédentes. 
On trouvera ainsi 


; wr 2 
lim |( — xz) tang a == pour t=1 


167. Lorsque les dérivées de 9(x) et de f(x) con- 
duisent a des expressions qui présentent toujours pour 
zx = ala méme indétermination que celle dont on cherche 
la vraie valeur, il faut recourir a des artifices particuliers. 
Celui qui réussit le plus généralement consiste a rempla- 
cer x par a-+h, a développer Jes fonctions par la série 
de Taylor, 4 opérer toutes les réductions et simplifications 
possibles, et 4 faire finalement h = o. Ainsi 


(1) V2—Va+V2—a 
yz? — a? 
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pour x =a. Le quotient des dérivées 








t+ 
avz 2y. 





\Vr—a 
2, et les dérivées suivantes donneront tou- 


+ Pour déterminer la valeur de l’expression (1), 
t=za-+h; elle devient 
va+h—ya+va 
viy2a +h 
multiplie les deux termes de ce rapport par 
+ yay il vient 
h+Vya(Varh+ya) . 
Viy2a+h(Va+h+ ya) 
ensuite ces deux termes par Vk, ona 
vi+ya+h+ Va 
y2e+h (Vath + ya) 


on qui, pour h = 0, devient 





ava 1 
__ = -~«~OoO’s [= 
2Va./2a y2a 
rait encore parvenu A ce résultat, en développant 
par la formule du binéme. 


DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME of 
ou 1°, 


L’expression f (x)?) prend une forme indéter- 
orsque les fonctions f(x) et ¢(x) s’annulent 
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toutes les deux pour «+ = a; on trouvera sa vraie valeur 
en cherchant celle de son logarithme 9 (x) 1 f (x). 


a 


Par exemple, soit a trouver pour r= © la limite 
1 


de f (x)*. Le logarithme népérien de cette expression 
If (2) Sf (x) 
t —_——— 
Oe F(z) 
nf! (2) 
= } 
lim f (2)* =e FC), 
De méme, Ia vraie valeur d’une expression qui prend la 
forme 1° se déduira de la vraie valeur de son logarithme 
qui prendra la forme « ><o. 





» et sa limite est celle de - On aura donc 





EXTENSION DES REGLES PRECEDENTES. 


169. Les régles pour trouver la valeur des expressions 
qui deviennent indéterminées quand x =a subsistent 
encore lorsque a devient infini, puisqu’elles sont vraies 
quelque grand que soit a; mais la démonstration ne 
pourrait plus se faire de la méme maniére. Nous allons 
arriver directement a ces régles dans le cas d’une expres- 


e e 9] . 
sion qui prend la forme ~ pour =o. A cet effet, 


. I 
soit 2 = 53 on aura 











“IT ~~” 
6 
=| 
ee” 
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ee i ‘()_, im (7), 


(=) ~ - y(t) tin Fe) (=) 
ais avant d’appliquer les régles il faudra bien s’assurer 


Texpression proposée, ainsi que av approche 
e limite quand x tend vers V’infini, Par exemple, 
oression 











cose 

z+ cose = 

2—sing sine 
z 


vers 1 pour x = ©, tandis que le rapport des dé- 
1—sinz 


2s ———— a une valeur complétement indétermindée 
1— cost 
dx =o. 
EXERCICES. 
lim te = tim 223--" 9 pour 2a 0; 





e 


limite est encore 0, méme quand 7 n’est pas entier, comme 
m assure en développant e* en série. 


lima =1, pour 2=0 


lim(Az"+ Ba"... LUFF 





> pour w=, 


i 
lim(1+-2)¥ =e pour x=0. 


ab 





=la—1lb por xr=0, 
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TREIZIEME LECON. 
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Fxtension du théordme de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. 
— Extension du théoréme de Maclaurin. — Propriétés des fonctions 
homogénes. 


EXTENSION DU THEOREME DE TAYLOR. 


170 Soit u =f (x, y) une fonction de deux variables. 
Pour développer f (x +- h, y+ k) suivant les puissances 
de h et de k, on change d’abord x en x+ht, y 
en y -+ ke et, dans le résultat f (a + ht, y+ kt) déve- 
Joppé suivant les puissances ascendantes de t par la 
formule de Maclaurin, on faitt = 1. 

Soit donc 

SJ (at ht, x + kt)=9(t) =U; 
si l'on pose, pour simplifier la notation, 
za+ht=p et y+ht=4, 
ona 
=9(t)=S(p, 9). 
Maintenant on a, d’apreés la série de Maclaurin, 


"(O0} eet 
1.2° (0, 1.2.3.2 











@ (t) = 9 (0) +49! (0) + yg) (0) +R 





t® 
R= 3 y lot (04) — 9 (0)]- 
Mais, a cause de 9 (t) = U, 


dU aU adU dU 
, t d —_—_—_ - — mee ——_ ——e 
q’ (t) t dp dp + dy = (Pao t) at 
puisque lon a 
dp=hdt, dq=kdt; 


™_ re so 
be 
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m désigne ¢ (t) par U’, U’ sera encore une fonction 
et de g, et on aura 
d U' @U @U au 


Ue we B4 ka OU pp 
‘=p dq ap ? apdq ag 











le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
du 
dp 
lacé dU* par d*U; on peut donc écrire la formule 
rolique 


ment de A+ Gh x)’ dans lequel on aurait 


aU av \@) 
” = {[— Lk : 
o= (Bar Ga) 3 
ara de méme 
»(, (40, , aU ,\ 
9 W=(Ba+ ge ’ 


n général, 
aU av \@) 
g(t) = (B+ a") : 
u’on démontrera aisément en faisant voir (comme 
les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
bles) qu’une nouvelle différentiation revient 4 mul- 
2r chaque terme de l’expression symbolique par 


+b eh puis a changer les exposantsde dU en in- 


i de différentiation. 
nsi donc on aura généralement 





au au 
60) (0) Opn gy OU pt 
9 (0) Men 
n(a—1) aU 
Ta apg +. 
au d 





bk SO 


+n dpdq dq 





eee Se 


ae 
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1741. Maintenant, comme 


u=f(z,y) U=S(p, 97), pretht gay +ht, 


si l’on faitt=o, p devient égal 4 x, g ay, Uau, et 


ona 
9 (o) =f (2, y)=4; 
Ho) Hh 
du du _\ (2) 
wr\— { 4 ae 
du dau \@ 
(n) —_— {— —Fk 
rose (ro) 


d’ailleurs, si ’on pose tf =1, on a 


— —___ f(a) — of”) : 
R= ey le (0) — 9 Ol 
donc 
S (ath, ry +h) ° 
du du 1 /[du du __\ (2) 
= — —k+—|—h+ — 
ay a re (3 + 4) 
(1) I du du ,\@) 
+25 (Ga+ Zs Fee 
d. (") 
4 —— (Sa aN eR. 
1.2...” \dx dy 


On a d’ailleurs 


4 dU, dU \@ fda, du .\@ 
8=ranall@ t+ a") —(a'+e) 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x +- 6h, 
etg par y +k. 


472. Comme h et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 


par dx et dy, ce qui change (0) en du, 9” (o) en 


aha 


See 
COURS D’ANALYSE. 


ete., et il vient 





+ - dt 
(+h, y +k) Su + du+ + 





* 
+—7*_4R. 





1 parviendrait de la méme manieére 4 la formule 


S (ath, y+he+l,...) 


du au 
utd — Parmesnerd 
order sat Tae TBs 





rn) 
1 [(as Ber Bee...) 
'P q v 


cette expression symbolique, on a 


uf (ty, 2,-0-)) U=S(P, 9, 7-++)s 
PH=2t+oh, gay+0hk, r=2+0l..., 


seprésente une fraction positive. 

aand on reconnait que le reste R peut devenir 
petit que toute quantité donnée, lorsque 7 est 
grand, la série indéfinie qui forme le second membre 
‘équation (2) est convergente et a pour somme 
thytk z+, C’est la série de Taylor éten- 
un nombre quelconque de variables. 





3. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions 
2 seule variable, qu’en prenant h et k assez petits, 
2rme quelconque du développement, s'il n’est pas 
surpassera en valeur absolue le reste de la série, a 
r de ce terme. 

nsi soit, dans la série (1), le terme 


1 (dt dt au, 
= aa Ge i A \. 
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ona 
eU du 2 d*U d®°u \k + 
R _ dp" dxr* dp"— dq deh dy h 





Te+1 _ dru +n du k 
dx" dz"™—'dy h 


aprés avoir divisé les deux termes de la fraction par h”. 


. d"u 
Or, pourk = oetk=0, ap dq devient deans ' 


donc, en prenant h etk assez petits, le numérateur pourra 
étre rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu’il 
se compose de groupes de termes qui tendent séparément 
vers zéro, tandis que le dénominateur a une limite diffé- 
rente de zéro; donc, etc. 


EXTENSION DU THEOREME DE MACLAURIN. 


474. Supposons que, dans le développement de 
F(x-+h, y +k) du n° 171, on fasse x = 0, y = 0. Dé- 


_ du du e dev; 
signons par Uo> dh o dy > es9 C que eviennent u, 
du du our 7 =—O — 0O 
ae? dy’ »p =0, fo. 


On aura 


T(h, k)= uy + (= ), h-+ (=) 4 
I du du (2) 
+3 (=), h-+ (=) 4] +...+R. 

Cette formule deviendra, en remplacant h par x, k par y, 

d. dt 
_(tesrima (Bo (4), 
(3) | + I du du (2) 

| va[(z).<+(@)e) ++ 
et l'on aura 


_ I "[dU dU ,\™) du, du ,\ (*) 
R= 1.2.3...” (= oe) —(Ga+ =)! |: 


Sturm. — An, I. i I 
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expression dans laquelle on doit faire x = 0, y = 0, et 
remplacer hf par x, k par y, p par 6x et q par Oy. Lors- 
que R tend vers o a mesure que z augmente, le second 
membre de la formule (3) donne lieu a une série conver- 
gente qui a pour somme f(z, y). C'est la série de Mac- 
laurin étendue aux fonctions de deux variables On 1’é- 
tendrait de la méme maniére aux fonctions d’un nombre 
quelconque de variables. 


FONCTIONS HOMOGENES. 


175. Une fonction est dite homogéne, lorsqu’en mul- 
tipliant les variables qu’elle contient par un méme fac- 
teur, le résultat est égal a la valeur primitive de la fonc- 
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur. 
Ainsi f(z, y, 2) sera une fonction homogéne si I’on a 


J (tz, ty, t3) =I" f (a, J, 2)5 
m est dit le degré de la fonction. 
176. Sil’on divise une fonction homogéne du m'*™ de- 
gré par une des variables élevée a la puissance m, la 


fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
wariables a celle-ci. 


I ye 
En effet, posons tz =1, on aura t= = et Ja relation 


S (tx, ty, tz) = iI" f (2, 7,2) 
devient 


Réciproguement, si cette condition est remplie, la 
fonction est homogeéne. En effet, si 


F (#5 F792) =a"9(2, ‘), 
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ona 
y 2 

S (tx, ty, 2) = 8" 2" 9 (z; =) : 


Eliminant la fonction 9, il vient 
SF (tx, ty, 2) = tf (2, 7,2), 
ce qui démontre que la fonction f(x, y, z) est homogéne. 


177. Les dérivées partielles et du premier ordre de 
toule fonction homogéne du m'*™* degré, f(x, 7,2), 
sont des fonctions homogénes du (m—1)*™* degré. 


Soit, en effet, leet 8 = 9 (x,y, 2); on a (475) 


SJ ( tx, ty, t2) = If (2, 7, 2)3 


d’ou, en prenant la dérivée des deux membres par rap- 
port a 2, 
(tx, ty, tz) t= tox, x, 3)3 


ce qui revient a 
p( ta, FY, tz) — h—o(z, yx, 2)3 


af (x,y,z) 


est une fonc- 
dx 


donc (176, récipr.) (x,y, 2) ou 
tion homogéne du (m — 1)*"* degré. 

178. Pour toute fonction homogéne, on a (475) 

SI (tx, ty, tz) = i" f (x, x, 2). 
Posons 
f=1I-+2@, 

on aura, u désignant f(x, y, 2), 
(a) f(a tary tay, 2+ 22) =—(1-+a)"4. 


Or, la série de Taylor étendue aux fonctions de plusieurs 
. re 
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s (172) donne 
du du 


du 
ny bay,s+a:) ata(Bet grt “e,) 


du du + du \) + 
ae a” uz? seey 
éveloppement du bindme donne 


+ahusut mat a(a—n) attic 


Véquation (a) est identique, il en résulte 





“ du du 
pet grt gam 
“ du du \@ 
fet Sr+E :) = m(m —1)u, 
du du \() 
27tG +) = —1)(m—a2)u, 


lation (x), la plus importante, montre que la 
les dérivé.s partielles d'une fonction homogéne, 
ges respectivement par la variable correspon- 
st égale d la fonction multipli¢e par son degré. 


Exemr.e. 
= Az?+ By?+ C2?+ 2Dyz-+ 2Exs + 2Fay. 
du 
Gen tbe + 2Es +2Fy, 
de 
= 2By+ 2Dz+ 2F2, 


du 
FH aCs+ dy +2Es, 


du, du 
rE +s 


(Az?+ By? + Co?+ 2Dys + 2Exz+2F sy) = 24, 
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480. L’identité (1) peut s’obtenir directement comme 
il suit. . 
Posant 


fz@—= p, ty=—qd, Br, 
ona | 
| FI (Ps U0) == OS (a, 7, 8)5 


d’ou il résulte, en prenant la dérivée des deux membres 
par rapport a f, 


df\ p,q, 1) df(p, qr) df (p,q,r) 
dp.” dq 7 ar” 
= mt™—'f (2, 7,2). 
Cette identité a lieu pour toutes Jes valeurs de /; or 
si {==1,° : 
af (p, 9,7) of (p,q, r) af(p,q,7) . 
dp ? aq ? dr 


deviennent respectivement 


done 
du du du 
(1) 


"a DG 2 


481. Pour démontrer directement Ja relation (2), il 
faut différentier l’équation (1) par rapport a x, a y et 
4 Z; ce qui donne 


dtu a? u d?u du du 
* dat * Gedy ** dade * da" de’ 
dru d’u dtu du du 
du au dru du du 
"aede *" tds * ae tae 


Ajoutons ces équaticns respectivement multiplices par 
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X,Y, 2, puis retranchons des deux membres de Péquation 
résultante la quantité 

du du + du | 

dx” ' dy” ds”? 
il viendra 


(= du du 


(2) 
att at 7) = m(m —r)u. 


On obtiendrait de la méme maniére les équations (3) » (4) 
et suivantes (178). 
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MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE. 


Maximums et minimums des fonctions d’une seule variable indépendante. 
~~ Applications. —Maximums et minimums d’une fonction implicite. 
@ 


| MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DUNE SEULE 
VARIABLE INDEPENDANTE. 


182. Soit f(x) une fonction d’une seule variable x. 
Si, en faisant croitre x, la fonction prend une valeur réelle 
qui surpasse celles qui la précédent et celles qui la suivent 
immeédiatement, cette valeur de la fonction est dite un 
maximum. On appelle minimum une valeur moindre 
que les valeurs voisines. 

Si f(x) devient un maximum pour x = a, la diffé- 
rence f(a +h) — f(a) sera négative, quel que soit le 
signe de f, pourvu qu'on prenne fA suffisamment petit. 
Cette différence serait positive si f (a) était un minimum. 


483. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maxi- 
mums et minimums, lesquelles doivent se succéder alter- 
nativement. Un maximum peut étre moindre qu’un mi- 
nimum. Un maximum négatifdevient un minimum quand 
on fait abstraction de son signe, et de méme un mini- 
mum négatif pris positivement devient un maximum. 
Ces diverses con- 
séquences de ladé- 
finition sont ren- 
dues manifestes 
par Tinspection 
de la courbe si- 
nueuse ABCDE. 
Soit y = f (x) l’é- 


Fig. 8. 
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ation de cette courbe; les valeurs maximums et mi- 
nums de f(x) sont évidemment les ordonnées des 
ints A, B, ete., ou fa tangenteest paralléle a l’axedes x. 
1 voit que l’ordonnée du point A, qui est un maxi- 
im, est moindre que l’ordonnée du point D, qui est un 
mimum, et que l’ordonnée du point B, qui est un 
zimum en valeur absolue, est un minimum quand on 
prend avec son Signe. 


484. On sait que la fonction f(x) croit continuelle- 
ant Jorsqu’en faisant croitre x, dans un certain inter- 
lle, la dérivée f’ (x) reste constamment positive, et que 
x) décroit au contraire quand la dérivée est négative. 
fonction f(x) ne devient donc ni maximum ni mi- 
mum tant que, x croissant, la.fonction dérivée con- 
ve le méme signe. Mais si la dérivée change de signe 
ssque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors 
fonction f (xc) deviendra, pour cette valeur, un maxi- 
am si la dérivée passe du positif au négatif, ou un mi- 
num si la dérivée passe du négatif au positif, Cette 
rivée ne peut d’ailleurs changer de signe qu’en s’éva- 
uissant, ou bien encore en devenant discontinue ou 
finie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent f(x) maxi- 
am ou minimum sont uniquement celles pour les- 
elles f’(x) gevient nulle, infinie ou discontinue en 
angeant de signe. 


485. Ordinairement le maximum et le minimum ré- 
ndent 4 des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
rivée change de signe en s’évanouissant et en restant 
ie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi- 
ns du maximum et celles du minimum 4 I’aide de 1a 
‘ie de Taylor. On a d’abord 


F(z +h) —F(2) = Af! (2) +R. 


f' (x) n’est pas nulle, la différence f(x +h) — f(x) 
eméme signe que hf" (x). Cette diflérence change donc 
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de signe avec &; donc f(s)-n’est, dans ce cas, ni maxi- 
mum Ai minimum. 

Mais si f’(x).est nulle et si f’(x) ne lest pas, on a 


fle+h)—f (2) = 7"(2) +B; 


alors, quel que soit le signe deh, f(x +h)—f (zx) a le 
méme signe que f” (x). Donc, si f” (2) est positive pour 
la valeur de x que l’on considére et qui annule f’(zx), 
f(x) estun minimum, et si f” (x) est négative, f(x) est 
un maximum. 
Mais si f” (2x) est nulle, on aura 
3 


—agt (*) +R; 





J (z+ h)—f (x)= 


et si f(x) n’est pas nulle, f(x + h) — f(x) changera 
de signe avec hk: f(x) ne sera ni maximum ni minimum. 
Si f” (x) = 0, on aura | 


S(2+ h)—f\(2z) = afl) +R, 


et f(x) sera un minimum ou un maximum selon que 
f'" (x) sera positive ou négative pour la valeur de x qui 
annule f’ (x), f" (x), f” (x), et ainsi de suite. 


186. En général, guand une valeur de x annule quei- 
ques-unes des dérivées successives f'(x), f"(x),..+, st 
la premtére dérivée quelle n’annule pas est d’ordre 
pair, la fonction f (x) est un minimum ou un maximum, 
selon que cette dérivée est positive ‘ou négative; mais il 
n'y ani maximum ni minimum si la premiére dérivée 
qui ne s’annule pas est d’ordre impair. 


Cette régle s’accorde avec celle que nous avons donnée 
plus haut (n° 184); car si, par exemple, les trois pre- 
miéres dérivées s’annulent, on aura, en appliquant la 
série de Taylor a la dérivée, 





Ae , 


, — 
fe + = TS : 
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et l’on voit bien que f’ (x) changera de signe avec h. Il 
est clair que f’ (x) ne changerait pas de signe avec h si 
la premiére dérivée qui ne s’annule pas était d’ordre 
impair. 

APPLICATIONS. 


187. 1° Minimum de x*. Comme il revient au méme 
de faire la recherche du minimum sur le logarithme né- 
périen de cette expression, posons 


F(x) =lLat?¥—elie; 


on aura 
I 
f'(z)=1+le et f"(c)=— =" 
Or si l’on fait 
1+lz=0, 
on a 
an 
le=—1, Wot xee'=-. 
é 
Comme 


I 
an —eé oO 
f (+) >, 
. e } 
on en conclut que x* est minimum pour x = > 


2° On donne deux points A et B, situés dans deux 
milieux différents, séparés par 
une surface plane P. Un mo- 
bile se meut dans le premier 

milieu avec une vitesse uni- 
forme u, et dans le second mi- 
lieu avec une vitesse uniforme v; 
on demande le chemin AHB 
gue ce.mobile doit suivre pour 
se rendre de A en B dans le 
temps le plus court. 


Fig. 9. 





Il est clair d’'abord que ce chemin deit étre composé 
de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui 
résout le probléme doit étre dans le plan ABCD, con- 


= 
a 
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duit par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En effet, 
supposons que cette ligne soit AGB et qu'elle rencontre 
le plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Me- 
nons GL perpendiculaire 4 CD, et joignons AL et BL. 
Les triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a 
AL< AG et BL< BG; par suite, le mobile ira plus ra- 
pidement du point A au point B en suivant le chemin 
ALB qu’en suivant le chemin AGB. 

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire 
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo- 
bile dans le moindre temps possible. Soient 


AC=a, BD=6b, CD=c et CH=2z; 
le temps que Je mobile emploie pour aller de A en H 
AH y¥@?+ 2 
eu «x 





est » et celui qu’il met pour aller de H 


BH fb?+- (ec — x)? 
Vv 


; par suite, la fonction 
v 


en B est 
qu'il s’agit de rendre un minimum est 


C+ «- yor+(c— zx) 
u“ rr 





J (x)= 


Posons donc 
SJ' (x) ou — EF eH , 
, ua? + 2? o fb? + (c — a)? 
ou bien 
x _ c—2zx 
ua? +- x? ob? + (c — x)? 


Si Pon voulait tirer de cette équation la valeur de x, il 
faudrait en élever les deux membres au carré, et l’on au- 
rait ensuite 4 résoudre une équation du quatriéme degré. 
Mais comme 


== sinCAH = sinAHK, 








ya? + 2? 
¢— x 


Verb le— ay —= sin HBD — sin BHI, 
+ (cx ae 
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on voit que, dans le cas du minimum [la fonction f(z) 
n’a pas évidemment de maximum ], on a 


sin ABK __ sin BHI snAHK 2 
u — 9 sinBHI ~~ 0 





4 hd ° a 2 u 
Dans la théorie de la lumiére, la quantité —, rapport 


des vitesses de Ja lumieére dans les deux milieux, est l’in- 
dice de la réfraction de la lumiére, au passage du premier 
milieu dans le second. 


3° Sf (x) =e? + 200824 + e-*. 
On a 

f' (x) = ef -—23inz — e, 

I” (x) = e’ — 2.008 + e~*. 


Si l’on égale f’ (x) 40, on a x =0, valeur qui, sub- 
stituée dans f(x), donne f(o) = 4. 
Pour savoir si c’est un maximum ou un minimum, 


substituons o a la place de x dans f"”(x). Comme 
f” (0) = 0, il faut aller plus loin. Or 


f" (x) = e+ 2sinzg —e* et f'"(E) = e+ 20087 +e-*, 
d’ou lon tire 
f"(o)=0 et fi"(o)= 4; 

donc f(o) = 4 est un minimum de f(z). 

4° Trouver la distance minimym d’un point donné 
M (a, 5) 4 une courbe dont on connatt l’équation 
(1) y= f(z). 

Joignons MK, K étant un point quelconque de la 
courbe. On aura 


MK = (#—aj+(y—5y. 


En égalant 4 zéro Ja différentielle de cette expression, 
nous aurons 

dy 
= 


(2—a) + (y7— 5) 


0, 
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équation qui revient a 


ya Par so 
z—a ax —" 





(2) 


. d . ° 
Or cette relation entre 5 coefficient angulaire de la tan- 


8 o e J — b 
gente 4 la courbe donnée au point (x, 7), et ——) coef- 


ficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite 
ininimum doit couper Ja courbe donnée 4 angle droit. 

Si la distance MK était susceptible d'un maximum, on 
le trouverait encore par la résolution des équations (1) 
et (2). 

Considérons en particulier le cercle dont l’équation est 





De ly ea 


dy z : . 
On aura — = — ye la relation (2) deviendra 





dx 
—b<¢« 
I— J *- ==Q) 
w—ay 
ou bien, aprés réduction, 
b 
—_—-—2, 
J a 
Fig. 10. Ainsi, pour déterminer x 
et y, nous aurons les deux 
équalions 
w+ yi Pr’, 
N.S b 
JS, 





représentent les points d’in- 
lersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM 
sera la distance minimum, et K’M la distance maximum, 


qui, prises simultanément, - 
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omme on le verra facilement en considérant les dérivées 
uivantes, 

Mais il se présente ici une singularité que l’on peut ce- 
endant expliquer par la définition méme des maximums 
tdes minimums. 

Supposons que le point donné soit le point N situé sur 
axe des abscisses a une distance a du centre. Le carré de 
1 distance NH sera représenté par !’expression 


y+ (ea), 
u bien par 
ri 2ar+ a, 


Wr la dérivée de cette expression est une quantité con- 
tante (— 2a) qui, par conséquent, ne peut étre égalée a 
gro. Ainsi, quoiqu’il existe une distance minimum qui 
st NA, on ne l’obtient pas par notre procédé. Cela vient 
e ce que, d’aprés la définition, une fonction est mini- 
ium pour une certaine valeur de la variable, lorsqu’elle 
ugmente pour des valeurs plus grandes et plus petites 
e cette variable. Or, si NH est considérée comme une 
metion de x, NA n’est plus un minimum dans le sens 
ue nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle 
our des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire 
our des valeurs plus grandes. 


5 f(z) =2"(b— 





Cette fonction est nulle pour «=o et pour c= 5. Il 
st clair qu’entre les deux valeurs o et }, il y en aura au 
toins une pour laquelle elle sera maximum; en prenant 
1 dérivée, on aura 

f! (2) = mab — 2)" — ne (b— 2)! 
21(b — 2)" (mb — mz — nz), 


| faudra donc poser 


2b — 2) [mb — (m + 2) 2 
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ce qui donne les trois valeurs 
mb 
m+n 
A la premiére correspond un maximum, car la dérivée 


passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse 
la valeur —77_. 
m+n 

Si m est pair, a la valeur o correspondra une valeur 
minimum de ja fonction, mais dans ce cas seulement. 
En effet, pour des valeurs positives ou négatives trés- 
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (6 —2x)"—' et 
mb— (m--n).x, sont toujours positifs, tandis que le fac- 
teur x™—* passe du négatif au positif, puisque m est pair : 
la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est 
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de 
signe, et il n’y aura ni maximum ni minimum. 

On verra de méme qu’a la valeur 6 il correspondra un 
minimum si 7 est pair, mais qu'il n’y aura ni maximum 
nl Minimum si 72 est impair. 


9 
MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES D UNE 
SEULE VARIABLE INDEPENDANTE. 


188. Soit - 


yi—amay+2?=—a 


une équation qui détermine y en fonction de x. On peut 
trouver les maximums et les minimums de y sans la 
résoudre. En effet, la différentiation de cette équation 
donne ° 


dy 
(y — mx) 7~ — my + 2= 0, 
d’ou 
dy __my—=x. 
dz y—mz 


=i 
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Comme les valeurs de x qui répondent a des maximums 
ou a des minimums de y doivent satisfaire 4 1a condition 


dy 
dz °? 


on aura ces valeurs en résolvant les deux équations 





yi—2amzry+2r=a, r—my=—o. 





189. Supposons, pour plus de généralité, que l’on ait 
trois équations entre quatre inconnues ; 


F(X, ¥, 2, #) = 0, 
(1) p(Z, J’) 2% u)=O, 


b(z, y, 2% u)=o. 


L’une quelconque des variables, x par exemple, étant 
prise pour variable indépendante, les trois autres seront 
des fonctions de celle-ci. Considérons en particulier la 
fonction u. Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les 
valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent des 
maximums ou des minimums de wu, on observe que, dans 
le cas ordinaire du maximum ou du minimum, ona 


du 
dx 

D’aprés cela, la différentiation immédiate des équa - 
tions (1) donne, en y regardant y, 2 et u comme des 


. . . du 
fonctions de x et supprimant les termes ou entre —» 


df af dy | af de __ 
dz * dy ‘dz de de °? 
dy do dy do dz 
(2) dz + dy dz de dz 
dp dwydy dy dz 
dz dy de da'de 





eo 
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et l'on obtient une équation, 
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dz 


et dz 


On élimine dy 
s ax 
(3) 


qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de 


XX, MN, Z et u, 
En différentiant de nouveau les équations (1), on ob- 


F(a, y, 2, %)=0, 


dd? . , 
——: On y substituera les valeurs trouvées pour 
as? 


X,Y, 2, u, et, selon que le résultat sera positif ou néga- 
uf, uw sera un minimum ou un maximum. 


a et de oa entre les équations (2) 

peut se faire en ajoutant ces équations mulipliées res- 

pectivement par 1, Aet p, et choisissant les indétermi- 

nées ) et p de maniére que dans le résultat les coeflicients 

de & et de @ soient nuls. On remplace ainsi les équa- 
dx . av 

tions (2) par celles ci: 


tiendra 


L’élimination de 


| df ay ud _ 
dz + THT Os 
df do dy 
; /— ,1— —_ == 
df do ay 
ds +AT We O. 


L’élimination de A et de ». conduit quelquefois plus rapi- 


. pe ‘ dy dz 
dement 4 l’équation (3) que celle de a, et de 7, entre 
les équations (2). 


490. Soient a déterminer les maximums ou les mini- 
mums d'une fonction explicite F(z, y, z, u), x, y, z 
et uw étant des variables liées entre elles par les équations 


ST \2%, Xs 2s u)=0, 
9( 2, JY, % u)=o, 
Plz, x, 2, uw) =o. 


(1) 


Stvam. — An., I. 12 
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ane des variables, x par exemple, étant regardée 
ae indépendante, y, z, u, (F, x,y, Z, u) seront des 
ions de x. 
Von joint aux équations (r) la suivante, 


F(2, 7, 2) u)—e=0, 
vit que la nouvelle question est un cas particulier de 
écédente, savoir celui dans lequel !a fonction impli- 


+, dont on cherche les maximums et les minimums, 
re que dans une seule des équations (1). 


EXERCICES. 


Quel est le plus grand quadrilatére que Von puisse former 
‘uatre cétés donnés? 


ution. — Le quadrilatére inscriptible. 
Trouser sur une circonférence donnée un point tel, que la 


2 de ses distances & deux points donnés soit un maximum ow 
‘nimum, 


ution. — Le point de contact de la circonférence et d’une el- 
tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés. 


Inscrire dans une sphére donnée un cOne dont la surface to~ 
>it un maximum, 

orion. — En désignant par « la hauteur du céne et par 7 le 
de la sphére, on a 


eo BVT, 
16 


Circonscrire & une sphére donnée un cOne dont le volume soit 
nimum, 


ution. — Mémes notations. 


8 
@=4r, vol. max.= ger. 
Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps 
ts partant dun point donné avec une vitesse donnée, trouver 
ui a Vaire la plus grande. 


orion. — Parabole décrite par un corps lancé dans une di- 
1 inclinée de 60 degrés & Vhorizon. 


| 


_ 
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6. Parmi toutes les cordes d’une méme longueur inscrites dans 
une courbe donnée, déterminer ceile qui retranche le plus grand ou 
le plus petit segment. 


SoLuTion. — La corde doit faire des angles égaux avec les tan- 
gentes menées a la courbe par ses extrémités. 


7. Deux roues circulaires extérieures l'une a Vautre sur un méme 
plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes, Vune 
faisant deux tours, Vautre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions. des deux roues pour lesquelles deux points 
marqués sur leurs circonférences seront a la plus petite ou & la plus 
grande distance l’un de Vautre. 


12. 
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AXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


mums et minimums des fonctions explicites ou implicites de plusieurs 
variables indépendantes. 





XIMUMS EF MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDEPENDANTES. 


91. On dit qu'une valeur particuliére et réelle d’une 
ation de plusieurs variables indépendantes f(x, y, 2) 
un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs 
iines de cette fonction, c’est-a-dire celles qu’on ob- 
drait en donnant aux variables des valeurs trés-peu 
érentes de celles que l’on considére. On appelle mini- 
n d'une fonction une valeur particuliére moindre que 
:es les valeurs voisines. La différence 


Seth, yth, t+ f(z, 752) 


donc étre constamment négative pour des valeurs 
isamment petites et aussi petites que l’on voudra, deh, 
J, quand f(x,y, z) est un maximum, quels que soient 
signes de h, k et 2; au contraire, cette différence est 
stamment positive quand f(x, y, z) est un minimum. 
upposons que la fonction u = f(x,y, 2) soit un maxi- 
nou un minimum pour x= a, y= b, z =, Sidans 
e fonction on attribue a yet 4 z les valeurs fixes b etc, 
u’on ne fasse varier que 2, elle sera encore un maxi- 
m ou un minimum pour x = a. Par conséquent, il 
da 
dz 


aie ou discontinue. On dira la méme chose de $ et 


Ira que, pour =a, y=b, z=c, —soit nulle, 
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du 
de zs Donc les valeurs de x, y, 2 qui rendent u maxi- 


mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent 
du du du 


—y, — nulles, infinies ou discontinues. 
dx’ dy’ dz ? 


les dérivées — 

192. En se bornant au cas ot ces dérivées sont conti- 

nues, on peut recourir 4 la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du systéme, 
du du du 


—=o0, —_-=0, =O; 


dx dy dz 


celles qui répondent 4 des maximums ou 4 des mini- 
mums. En effet, on a Au ou 


fla+h, yk, 240) —fle, 7,2) = Gat = i+ SI+R. 
Or on peut toujours prendre h, ket / assez petits pour que 
la somme des valeurs absolues des termes qui contiennent 
h, k et dau méme degré surpasse Ja valeur absolue du 
reste R correspondant: d’ailleurs, dans la question qui 
nous occupe, on doit regarder h, k et 2 comme pouvant 
étre plus petits que toute quantité donnée, et en méme 
temps comme ayant des signes quelconques; donc: 1° Au 
doit avoir le méme signe que 
du du du 


2° si Pon n’avait pas a la fois 


du du, du ° 
dz? dy” —s diz ’ 


f(x, 7, 2) ne pourrait étre ni un maximum ni un 

minimum, puisque en changeant simplement les signes 

deh, k et /, sans changer leur valeur absolue, on change- 
du 


rait le signe de oh + ak + <1, ct par suite, celui 
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\u. Nous retrouvons ainsi les conditions précédem- 
t obtenues (194). 


33, Cherchons maintenant quelles sont les conditions 
ssaires et suffisantes pour que f(x, y, 2) soit un 
imum ou un maximum. 

a différentielle totale du premier ordre étant nulle, 
ura 


ay (A+ BR + CP+ 2D Ak + 2EAl + 2FAl) +R, 


rien 


Aus tdu+R. 
2 


dmettons d’abord que les coefficients A, B,C, D, E, F, 
pour abréger, désignent les dérivées partielles du 
nd ordre, eu , eu, etc., ne soient pas tous nuls 4 la 
a a 
pour les valeurs considérées de x, y, z, c’est-a-dire 
rcelles qui annulent les dérivées du premier ordre 
du du 
a as 
i‘d*u n’est pas identiquement nulle, il peut arriver 
scas:1° d*u pourra changer de signe, alors il n’y aura 
1aximum ni minimum; 2° d*u conservera toujours le 
1e signe, alors u sera maximum ou minimum selon 
d*u sera négative ou positive; 3° d*u sera nulle pour 
tines valeurs de h, k,Z, mais sans jamais changer de 
2, alors on ne peut dire, sans pousser plus loin le 
loppement de Au, si la fonction est un maximum 
n minimum. ; 
ous nous contenterons de chercher les conditions né- 
tires et suffisantes pour que d*u ou la fonction 


A+ BR 4 CP 4+ 2Dhk + 2EAl+ 2FAl 


constamment positive, quels que soient les signes de 
1, pour de trés-petites valeurs de ces trois quantités. 
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Mais comme cette expression est une fonction homogéne 
deh, k et 2, en la mettant sous la forme 


, 2? kh l kl 
2 —— — — . — a= 8 = 
h (a+BF +C7,+2D,+2E5 + 2F7 i)? 


‘ 


on voit que, si elle est positive pour de trés-petites va- 
leurs de h, k, J, elle le sera encore pour des valeurs aussi 
grandes que l’on voudra de ces variables, pourvu que — 
Jeurs rapports ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire 
et suffisant que |’expression 


AA?A+ BR+C?P + 2aDhk4+ 2 Eh H+ 2FhK 


soit positive pour toutes les valeurs réelles de h, k etd. 

Observons maintenant que si |’un des coefficients des 
carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des 
termes qui contiennent h, c’est-a-dire D et E, seraient 
aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a 


-du=PA+Q, 
en posant 


P=2(D4+ El), Q=BrP+Cr— aFH, 


P et Q étant indépendants de h; si, aprés avoir donné des 
valeurs arbitraires 4 k ct a J, on fait 
Q . . Q 

h=—pt+e, puis ensuite h=— pos 
les résultats de cette substitution seront Pa dans le pre- 
mier cas, et — Pa dans le second. Donec, si P n’était pas 
nul identiquement, d*u pourrait changer de signe. Par 
conséquent, l’égalité A = o entraine les suivantes : 


\ 


D=o, E=o. 


Ii résulte de 14 que les coefficients A, B, C ne sont pas 
nuls a la fois; car, s'il en était ainsi, la fonction d*u s’an- 
nulerait d’elle-méme, contrairement 4 notre supposition. 
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osons donc que A, par exemple, ne soit pas nul; 
ue A sera positif; car si l'on pose k= 0 et = 0, 
ion se réduit au terme Ah? qui, pour étre positif, 
ue A soit positif. Une premiére condition néces- 
ins le cas du minimum est donc 
A>o. 

tenant, on peut mettre d*u ou Ja fonction 
Ah? + B+ C2 + 2Dhk + 2EAl + 2FA 


forme 


+BeR+CP+ 2FK, 


(#428 PEER 


encore, en complétant le carré dont les deux pre- 
2rmes sont dans la parenthése, 

















b 2 4 BY 
-DAtB! 2D P+aBDH+E 2 BCP baka 
DA+Es\? D\ 2 EB ED\;, 
PE) +0) P+ (CE) a (FB) ae 
pose, pour abréger, 

D B ED 
-F=G, c-fa1 r-P=m, 


a donc avoir, pour toutes les valeurs de &, k, , 
(4 + DERE ors IP 4 2Mi>o. 


était nul, la fonction considérée se réduirait pour 


1P+aMAl 


me ne peut étre positif pour toutes les valeurs 
le k que si M = 0; maje d*u pouvant alors étre 


QUINZIEME LEGON. 185 
mis sous la forme 


Dk-+E2\? 
A( 4+ one) +12, 


cette différentielle s’annulerait pour la valeur / =o 
jointe 4 une infinité d’autres valeurs de k et de A, cas 
particulier qne nous avons écarté, 
Soit done G différent de o : si l’on fait 
D 
4 l=o ete A=— A 4, 


la fonction se réduit a Gk’, et comme ce résultat doit étre 
positif pour toutes les valeurs de k, on en déduit que G 
doit étre positif. Ainsi, une seconde condition, nécessaire 
dans le cas du minimun, est 


(2) G>o. 


Maintenant, abstraction faite du premier terme, le 
reste du polynéme pourra s’écrire 


G (44 = =) +11, 





ou 
M/\2 MP2? MZ\2 
Pop) 27 aaa 2 
G (445) a! G(k+ =) +R, 


en complétant le carré dans la parenthése, et posant, 
pour abréger, | 
war 
G 
Donc la diiférentielle seconde d*u pourra étre mise sous 
la forme 


k - 2 
A (4+ nae) +6 (4+) + NZ, 


et on reconnaitra, comme plus haut, que l’on doit avoir 


(3) 0 No 


eS en 
° . ey 
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i, en général, trois conditions, 


A>o, GD>o, N>o, 


ressaires pour que f(x, y, 2) soit un minimum. 
aditions sont d’ailleurs suffisantes; car, si elles 
mplies, l’expression 


DéA+El\? Mi\? 
(44 PERRI) +6(s a) +N, 


lire d*u, sera positive pour toutes les valeurs 
leh, ket l. 


Si f(x, y, 2) est un maximum, il faudra, pour 
1es raisons, que l’on ait 


AW + Bi?+...+2FAI<o, 
—AK—BR—...—2Fkl>0 


utes les valeurs réelles de h, k, J. On aura donc 
litions nécessaires et suffisantes du maximum, en 
sant, dans les trois conditions trouvées plus haut, 
-A,B par —B,..., F par —F. 


S'il arrivait que les quotients différentiels A, B, 
, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x, y et z 
es équations 


du du du | 


Bam? Zao ea” 
ait facilement que tous les quotients différentiels 
iéme ordre devraient s‘annuler d’eux-mémes. Mais 
irons pas plus loin, parce que les conditions qui, 
cas du maximum ou du minimum f(z, y, 2), 
alors étre remplies par les quotients différentiels 
triéme ordre, deviennent beaucoup trop compli- 
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MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


196. Soient les équations 


SI (2, Jy % U, 0) =O, 
(1) p (2, 7%, %, uy 0) =O, 
W(x, %, 2, U, 9) =O. 

Si Pon considére deux des variables, par exemple x 
et y, comme indépendantes, z, u, » seront des fonctions 
de x et de y déterminées par ces équations. Pour rendre 
maximum ou minimum la fonction y, par exemple, il 


faut, d’aprés la régle donnée précédemment, résoudre 
les équations 


dc. 


Par suite, on doit avoir 


v dv 
det a YH % 


e’est-a-dire que la différentielle totale de » doit étre 


nulle. 
Si l’on différentie les équations (1) en faisant attention 
que dy — 0, il viendra 


f af af df 
ia ce dy ly + 7p dz + "7 du= 0, 
d¢ dg dg de 
2 +>. ra corned — —_— 
(2) wt ay Ut gat Fi du=o, 
dy dy ay 
da tay VTE @ + du =o. 


Dans ces équations, dx, dy sont des constantes, et dz, 
du sont les différentielles totales de u et de z considérées 
comme des fonctions de x et dey. 


Re ee 6 ae pa 


eM aa ot ee 


vas 


e “eo 
- ot we. e 
lt Ae aaite tis el 


Sy 
. 
| 
we. 
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En éliminant dz et du entre les équations (2), on ob- 
endra une équation de la forme 


Pde + Qdy =0, 
ui devra étre vérifiée, dans le cas du maximum comme 
ans celui du minimum, par les valeurs correspondantes 


es variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n’ont 
acune dépendance entre elles, il faudra que l’on ait 


’) P=0, Q=o. 

es équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées 
BL, YZ U;Y 

Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction 


it maximum ou minimum, il restera 4 examiner si la 
ifférentielle totale d*v garde toujours le méme signe. 


197. Ce qu’on vient de dire renferme comme cas par- 
culier la détermination des maximums et des minimums 
2s fonctions de plusieurs variables indépendantes Iiées 
atre elles par un certain nombre d’équations. 

Ainsi, supposons qu’il s’agisse d'une fonction 

o=F(z, y, 2, 4) 
: que l’on ait en outre les relations 


9 (2s Fs zu) = 0, 

V(r, rr 2, u) =o. 
On voit que cela revient 4 changer, dans la question 
récédente, f(x, y, z,u, ¥) en F (x,y, z, u) —¥v, et 
supposer les fonctions 9 et  indépendantes de v. 


EXERCICES. 
1. Trouser la plus courte distance de deux droites dans Vespace, 
wnnées pur leurs équations, 
Soturion. — Les équations des droites étant 


(z=az+p, caas+p', 
ly=etn ly=be+q, 
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la plus courte distance est | 
(a—a') (¢q—7) — (6—8') (p—p’), 
¥(a4—a')’+(b— b')?+(e—c’') 
9. Parmi les parallélipipédes de méme surface, assigner celui 
guiale plus grand volume. 


SoLution. —~ Le cube. 


3. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre 
deux courbes données. 


SotuTIon. — Les normales aux extrémités de la droite minimum 
doivent rencontrer au méme point la perpendiculaire a cette droite 
menée par le point donné. 


4. Determiner, dans une surface du second degré, le plus grand 
et le plus petit des rayons vectcurs partant du centre. 


3. Déterminer dans espace un point tel, qu'une fonction de ses 
distances a des points donnés soit un maximum ou un minimum. 


SoLuTion. — Si p, p’, p",..., sont les distances en question, et 
u=f(p,p’, p",--~) la fonction qui doit étre un maximum ou un 
m:nimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous l'action 
du du du 
dp’ dp” dp’ 
les droites p, p’, p",... (Annales de Gergonne, t. XIV, p. 118). 


de forces proportionnelles 4 »°**, et dirigées suivant 
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PLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


THEORIE DES TANGENTES. 


tations de Ia tangente et de la normale. — Longueur des lignes 
ppelées sous-tangente, sous-normale, etc. —Degré de l’équation de 
2 tangente, — Problémes sur les tangentes. — Sens de la concavité ot 
e la convexité des courbes, 


EQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. «+ 


198. Soit 

SF (2, y)=0 
quation d’une courbe plane AMM’. Si MT est la tan- 
ate au point M(x, y) de cette courbe, on aura, en sup- 
sant les axes rectangulaires, 


Y, 


ay Oy 
tangMT2 = lim 2 =F: 


Fig. 11. 
6 par conséquent, en désignant 
y par X et Y¥ les coordonnées cou- 
rantes d'un point quelconque de 
la tangente, I’équation de cette 
¥ 


droite sera 
Z| 


@) Y-y=2Z(x-2). 








Si l'on remplace x par sa valeur tirée de ]’équation 
la courbe, I’équation de la tangente deviendra 
o 
a 
Y—-y=—FK—2), 
ay 
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ou 
d 
0) Z 


7 (kK —2)+ 2 (¥—y) =o. 


199. L’équation de la tangente conserve la méme forme 
Fig. 12. 


lorsque les axes sont obli- 
ques. En effet, si x et y 
sont les coordonnées du 
point de contact M, d’une 
tangente MT a la courbe 
AMM’, l’équation de cette 


tangente sera de la forme 





Or la sécante M'MS a pour équation 
Y—y=a' (X— 2), 


eta est la limite de a’, lorsque le point M’ se confond 
avec le point M. 
Menons MP et M’P’ paralleles a Oy, et MQ paralléle 


a Ox; on aura 





WO, 
HO , 
Mais 
M’Q=Ay et MQ= Az, 
donc 
,_ Ay. 
Art 
De la il suit que 
lim ay ou a= yy, 
Ag dz 
Donc 
Y—-y=2 (X — x) 
dx 


est dans tous les cas I’équation de la tangente au point 
(x, y). | 


200. I] suit de la que, si les axes sont rectangulaires, 


r 

. ae 

. . . a 
ee fee ee Rae a 
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uation de la normale MN sera 


dz 
Y-y=—F(k—=). 
es axes sont obliques et font un angle 6, Péquation 
cette droite sera 
dz + dy cos® 


Yr y=— Ty decost 


(X—2). 


\NGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, ETC. 


01. Attachons-nous maintenant, en particulier, au 
ou les axes sont rectangulaires. 
i l'on veut avoir la sous-tangente S,= PT, on aura 


Fig. 13. dz 
y R PT=MP tangTMP= y 73 
donc 
wy vdz 
8a 





On trouve encore la 

=z valeur de la sous-tan- 
gente en la regardant 
me la limite de la sous-sécante, c’est-a-dire de la 


te SP. Or 
A 
SP = MP tangSMP = y ret 








or s iF PF 


. . ey dz 
2tte expression a bien pour limite y 7 


e triangle MPN (fég. 11, p. 190) donne pour Ja sous- 
nale PN 


r la longueur MT de la tangente, on aura 


dz? 
uray i/r+ S, 
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Enfin, pour la longueur MN de la normale, on a 


EXEMPLE. 
xy = a’. 
Supposons, pour fixer les idées, a >1. Cette courbe, 
Fig. 14. nommée logarithmique, s’étend 


a Vinfini des deux cétés de l’axe 

des y, et elle est asymptote a 

axe Ox du cété des x négatifs. 

On tire de l'équation y = a’, 
dy 


——a'la; 


dx 





par consequent, 
Y—y=—a*la(X —2z) 


est l’équation de la tangente. 
Cette tangente peut étre construite bien simplement 
4 laide de la sous-tangente TP; on a 


dx 
TPR=y — Sa — = a* XK 
dy 


ou 


Ainsi la sous-tangente est constante et égale au loga- 
rithme de e pris dans le systéme dont la base est a, ¢ est- 
a-dire au module de ce systéme. Quand a=e, la valeur 
constante de la sous-tangente est l’unité. 


DEGRE DE L EQUATION DE LA TANGENTE. 


202. L’équation de la tangente menée par le point 
(x, y) peut étre mise’sous la forme 


df fy _ df, of 


Stony. — 47., I. 13 


COURS D’ANALYSE. 
‘équation dela courbe est algébrique et du m'** de- 
semble au premier abord que g c+ ¥ y sera une 
on du m*"* degré des coordonnées du point de con- 
Mais ce degré s’abaisse d'une unité quand on tient 
e de l’équation f (x, 7) = 0. 
effet, soit 
S (2, yy) SU tay tint... 
at Yensemble des termes du m'** degré, u, V'en- 
ede ceux du (m—1)"*, et ainsi de suite. On aura 
df du. du, day 
de det ae tae tT 
df du, du | du 


er -gtaytay to 


GIS ats 
ty dt du, du 
de tl dy PETG) te 
i, @aprés un théoréme (n° 178) sur les fonctions 
zénes, donne 





Zp ames (m—1) a +(m —2)iu+... 
Sm(u + y+ be.) — Wi — 20, — 314, —.... 





: point (x, y) étant sur la courbe, on a 
m(u +t +a, +...) = 03 
’équation de la tangente devient 


4d Uf 
xs Frew Qu, + 3u;+...=0, 





contient plus de termes du mi" degré : ce qu’il 
ait de démontrer. 
MPLE. 

Ay?+ Bay + Cx'+Dy + Ex+F=0. 
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Ona | 
dy By+2Ur-+hk 
dx 2AY+B2x+D 


Il vient donc, pour l’équation de Ja tangente, 
(g9Ay + Be + D)(Y— y)+ (By + 2Cz + E)(X — x)=0, 
ou 
(2Ay + Be+D)Y+(By+2Cr+E)X 
—(2Ay+Br+D) 7+ (By +2Czr+ E)z. 


Simplifiant au moyen de l’équation de la courbe, on a 
finalement 


QAy-+Bre+ D)Y+(By+ 2Czx + E)X+Dy+Ex+2F=0, 


pour l’équation de la tangente au point (x, y). 


PROBLEMES SUR LES TANGENTES., 


203. Une courbe étant donnée, lui mener une tan- 
gente par un point extérieur (a,b). 

On aura, pour déterminer les coordonnées inconnues x 
et y du point de contact, d’abord | équation de la courbe 


(1) I (2; y) = 0, 
et ensuite Péquation 

df: d d d 
(2) ofp tater 
obtenue en mettant a et 5 a la place de X et de Y dans 
l'équation de la tangente (198). . 

Les valeurs de x et de y tirées des équations (1) et (2) dé- 
termineront les coordonnées du point de contact. Si f (x, y) 
est une fonction rationnelle et entiére du m'*"* degré, l’é- 
quation (2) sera du (m —1)"* degré; par suite, le pro- 
bléme proposé aura au plus m(m—1) solutions. Pour 
m= a2, il y a au plus deux tangentes; il y en a au plus 
six, pour m = 3; et ainsi de suite. 

équation (2) considérée isolément représente un lieu 
13. 


oe ee 
Sera ak Ms: 


he Rte oe < 


. 
: . + + ae f . 
St ata eee Sa tee res ab te 


te. Lm et i be ttt 


OED Wr Ate wn OF OL” Seas 


+ . ry 
« . 
re RT, Ee ee oe ee 


e 
a ee 


' 
*. ‘ “wot tht 
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sique qui contient tous les points de contact et qui 
m — 1)*"* degré au plus. . 
Mener une tangente paralléle 4 une droite dont 
ton est Y =aX. 


aation de Ja tangente cherchée étant 


y—y=Z(x—2), 
avoir 
dy 
ea 


n qui, jointe 4 celle de la courbe, déterminera 
sdonnées du point de contact. 


wd) . 
ne l’équation oA =a revienta 


af 

dz df af __ 
ao ou a at on” 

a 


du (m —1)*" degré, si f (x,y) est du m®™* degré, 
\éme admettra au plus m (mm —1) solutions. 


\ CONCAVITE ET DE LA CONVEXITE DES COURBES 
PLANES. 


Nous allons maintenant comparer les ordonnées 
Fig. 15. d'une courbe a celles de sa tan- 
gente, pour une méme abscisse, 


y 
dans les environs du point de 
wf contact. Soit MT une tangente 
uAn ala courbe MM’; soientx=OP, 
y =MP les coordonnées du 
t PPro point de contact. En désignant 


PP’ par A, on aura 


dy 


Ipray 4 O 
M’ I++ Gia 


+R. 


“= 
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L'équation de la tangente étant 
d 
Y¥—y=~ (x—z), 


on aura, pour le point dont l’abscisse est x +h, 


et, par suite, l’ordonnée correspondante sera 


dy 
/ — ———s 
PR= Jr + h dz’ 
dot 
d? h? 
MR = M’P/— PP R= —_ SR. 
dz? 1.2 
On a démontré, al occasion de la formulede Taylor, que si 
° e e fe ? d? e ° 
h est assez petit et si la dérivée seconde a est différente 


d? h? 
de o, la valeur absolue de of surpasse celle de R; 
dx? 1.2 


par conséquent, dans ce cas, la différence M’P’— P’R, 
pour un point M’ de la courbe, suffisamment rapproché, 


soit d’un cété, soit de l'autre, du point M, aura le méme 
2 


. Jy 
ue —- 
signe que — 
Donec, sil’on a 
d’y 
(1) it ° | 
les ordonnées de Ja courbe sont plus grandes que celles de 
la tangente dans les environs du point M, de part et 
d’autre de ce point. Si, au contraire, on a 
dy 
(2) . aa? <9 
les ordonnées de la tangente surpassent celles dela courbe. 
Dans le premier cas que représente la fig.15, la courbe, 
aux environs du point M, est dans langle obtus MT’ que 
forme la tangente MT avec]’axe des abscisses; on dit alors 
que la courbe tourne, au point M, sa convexité vers 
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l'axe des abscisses, ou qu'elle est convexe vers cet axe. 

Cette circonstance est donc indiquée par l’inéga- 

lité (1), du moins tant que l’angle des axes ne surpasse 

pas go degrés; car si cet angle 

était obtus et plus grand que 

langle formé par la tangente 

avec l’axe des x, comme on 

M le voit dans la fig. 16, les or- 

données de la courbe seraient 

° = encore, de part et d’autre du 

point M, plus grandes que 

celles de la tangente, et ce- 

pendant on ne pourrait pas dire, dans ce cas, que la courbe 

est convexe vers l’axe des x. 

Dans le second cas, que représente la fig:17, la courbe 

Fig. 17. est, de part et d’autre du point 

M, dans l’angle aigu formé par 

la tangente MT avec l’axe Ox. 

On dit alors que la courbe, au 

point M, est concave vers l’axe 

des abscisses, ou qu'elle tourne 

sa concavité vers cet axe: mais 

l’inégalité (2) n’indiquera sarement cette circonstance 
que si l’angle des axes est moindre que go degrés. 

Ce qu’on vient de dire suppose que l’ordonnée du point 
M est positive. Quand ce point est au-dessous de l’axe des 
abscisses, la courbe, comme on le voit aisément, est con- 
vexe ou concave vers l’axe des abscisses suivant que l'on a 


d?2 
<7 <o ou > 0. 


Fig. 16. 





“ ld d yxy e 
En résumé, selon que y et 7a sont de méme signe 





ou de signes contraires, la courbe est convexe ou con- 
cave au point M vers l’axe des abscisses, si l'angle des 
parties positives des axes n’est pas plus grand qu’un angle 
‘droit. Dans le cas ot cet angle est obtus, on changera le 
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signe de l'une des coordonnées, ce qui rendra aigu l’angle 
des coordonnées positives, et l’on appliquera la méme 
régle. | 





4 ° 4 d? 
206. Nous avons supposé, jusqu’a présent, que—= 
conservait le méme signe pour des points situés de part 
e e e e d? e 
et d’autre du point M; mais il peut arriver que oo ait 
le méme signe que y un peu avant que x devienne égale 
Fig. 18. a OP, et un signe con- 
y Ze traire aprés que x a dé- 
M passé cette valeur, ou vice 


versd. Alors Ja courbe, 

convexe ou concave 4 

att $ z gauche du point M, de- 

7 vient concave ou convexe 
vers l'axe des abscisses 4 droite de ce point. On dit alors 
que la courbe a une inflexion au point M, qui est dit un 
point d’inflexion. Ces points, remarquables s’obtiennent 
donc en cherchant les valeurs de x etde y, qui, rendant 


2 
ay nulle ou infinie, lui font en méme temps changer de 





dz? 
signe. 
EXERCICES. 
1. Trouver la sous-tangente de la courbve qui a pour équation 
r— 7 
ze 7 e 
SOLUTION. 
7, 
w—Yy 


2. La courbe qui a pour équation 
2 


2 2 
i+ y= 


est constamment touchée par une droite de longueur invariable qui 
. glisse en s'appuyant sur les axes coordonnés 
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IEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES 
PLANES. 


‘rentielle de Maire d’une courbe plane. — Des aires considérées comme 
mites d’une somme de parallélogrammes. — Applications. —Rectifica- 
on d’un arc de courbe plane. — Différentielle d'un arc de courbe. — 
imite du rapport de l'arc & sa corde. — Nouveaux théorémes sur les 
tes de courbe considérés comme limites. 











DIFFERENTIELLE DE L’AIRE D'UNE COURBE PLANE. 


207. L’aire comprise entre une courbe plane CM, 
e ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et 

Fig. 19. Vaxe des abscisses Ox, est une 
fonction de l’abscisse OP = x du 
point M, puisqu’elle varie quand 
on change le point P. Proposons- 
nous d’en chercher la différen- 
tielle. Soit CAMP =u. Nom- 
mons Au la surface MM’PP’, 
vondant a un accroissement trés-petit PP’= Ax de 
ascisse. Si l’on méne les droites MI et M’K paralléles 
Dx et terminées aux ordonnées MP et M'P’, comme 
peut toujours prendre le point M’ assez rapproché du 
nt M pour que les ordonnées soient constamment 
‘issantes ou décroissantes de M en M’ (et ici, pour fixer 
idées, nous les avons supposées croissantes), on aura 


PMM’P’> PMIP’ et PMM’P!<PKM'P’, 





st-a-dire 
Au>yhe et duc(y+Ay)dz, 


Au 
yegcrter 
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De 1a, en passant a Ja limite, 


d 
— =; ou du—ydz. 


208. Quoiqu’on puisse parfaitement admettre qu’en 
prenant le point M’ assez voisin du point M les ordon- 
nées seront toujours constamment croissantes ou décrois- 
santes de M en M’, cette hypothése n'est pas nécessaire 
a la démonstration. I! suffit pour s’en convaincre de re- 
prendre les raisonnements en remplacant partout y et 
y+ Ay par y; et ys, 71 étant la plus petite et y, la plus 
grande des ordonnées, dans !’intervalle ou l’on fait varier 
labscisse. 


209. Le méme mode de démonstration convient au cas 
des axes obliques, avec cette seule différence que |’ac- 
croissement Qu est alors compris entre les aires de deux 
parallélogrammes dont les cétés sont paralléles aux axes, 
et comme l’aire d’un parallélogramme est égale au pro- 
duit de deux cétés adjacents multiplié par le sinus de 
angle qu’ils font entre eux, on a, @ désignant langle 


des axes, 
du = y dz sin®. 


DES AIRES CONSIDEKEES COMME LIMITES D'UNE SOMME 
DE PARALLELOGRAMMES. 


210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface 
ABCD est Ja limite d’une somme de rectangles intérieurs, 
formés en menant par les points 
C, E, F,..., M, M’, ete., pris 
sur la courbe, des paralléles a 
Ox telles, que chacune soit ter- 
minée 4 l’ordonnée du point: 
suivant (l'un de ces rectangles 
serait, par exemple, MIP’ P), et l’on suppose que ces 





O71 ase dy 
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points se rapprochent indéfiniment les uns des autres, en 
méme temps que leur nombre augmente sans limite. 

Supposons d’abord que les ordonnées soient constam- 
ment croissantes du point C au point D. Soient x et » 
les coordonnées de |’un quelconque des points de la 
courbe, M par exemple; soient x-+ Ax, y+ Ay les 
coordonnées du point suivant M‘. On aura 


MIP’/P = yAz; 


et si l’on désigne par = ( yx) la somme de tous les 
termes analogues 4 yAw, c’est-a-dire la somme de 
tous les rectangles intérieurs de CA 4 BD, en posant 
surf ACDB = u on a évidemment | 


u>X(yAz). 

Maintenant, si l’on méne, par chacun des points con- 
sidérés sur la courbe, des paralléles 4 Ox, terminées aux 
ordonnées des points précédents, on formera des rectan- 
gles extérieurs analogues a 

PKM’P’=—(y + Ay)Ar=yhe+dAydc; 
ct comme ABCD a une surface plus petite que la somme 
de ces rectangles, on a 


u< X(ydx) + T(AyAz); 


par conséquent, 


u—i(yhx)<Czr(AydAs). 


Mais comme, a mesure que le nombre des divisions aug- 
mente, Ay tend vers zéro, il résulte d’un principe dé- 


-montré (16) que (Ay Az) tend aussi vers zéro : donc 


u = lim[z(yAx)}. 


~ On démontrerait de méme que u est la limite de la 


somme des rectangles extérieurs. 


Le raisonnement reste le méme lorsque les ordonnées 


. eont constamment décroissantes depuis C jusqu’é D; le 
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théoréme que nous venons de démontrer est done vrai 
quand les ordonnées varient d’une maniére quelconque, 
car on pourra toujours partager l’aire totale en parties 
dans lesquelles Jes ordonnées soient assujetties 4 con- 
stamment augmenter ou diminuer. 


APPLICATIONS. 
244. 1° Soit 
xy? 2px , 
J*équation d’une parabole rapportée a son axe et a la tan- 


gente au sommet. 
Si surf OMP = u, on a 


a 
2 


du = ydx=\V2pzc.dz==\2p.x27 dz. 


De Ja il suit que 
2-— # 
“== 5 Y2p2* +C; 
mais, pour x = 0, on doit avoir 


u==0; ona donc C=o, et 


2 
3773 





2 — 
“= gVapexXe= 


e’est-a-dire que le segment OMP est égal aux deux tiers 
du rectangle OPMQ. 

Il est également facile d’évaluer la surface comprise 
entre un arc MCM’ de parabole et sa corde. En effet, si 
Yon. méne la tangente CT paralléle 4 MM’, et, par le 
point de contact C, le diamétre CDL, on trouvera par 
la méme méthode, en posant CD27, MD=y et 
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=6, 
2... 2 
surf CMD =  xysind = FCDMT, 


surf MCM!’ = 4 ay sing = 3 MTSW’. 
Soit xy = m* ’équation d’une hyperbole rapportée 
‘symptotes. Nommons u l’aire du segment ACMP, 
Fig. 22. compris entre la courbe, l’a— 
symptote Ox, l’ordonnée fixe 








y 9, a + 
CA = m, et l’ordonnée variable 
MP. On aura 
G . «ae 
w du = y sin0dx = m'sing— 
a = 
a? = m'sinod. lx. 
u et m*sin§@.1x ne peuvent différer que par une 


nte C; par conséquent, 
m?sind le + C. 





rouver C, faisons x = OA =m; on aura 


u=0 ou o==m’sind.lm+ C; 


C= —m'sind.Im, 
* suite, on aura 
(= m’sin 9. Lae — m?sin 0.1m = m'sin 9.1 (3): 
on avait m= 1 et 0= go degrés, I’hyperbole serait 
ere, et l’on aurait u= Ix, c’est-a-dire que les 


onsidérées seraient les logarithmes népériens des 
es correspondantes. 


DIFFERENTIELLE D'UN ARG DE COURBE. 


On ne peut se faire une idée nette et précise de 
ueur d’une courbe qu’en nommant ainsi la limite 
yuelle tend-le périmétre d’une ligne brisée insctite 
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dans cette courbe, lorsque ses cétés sont de plus en plus 
petits, et que leur nombre croit jusqu’a l’infini. Il de- 
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmétre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas. 

Soit CD un are de courbe plane, rapportée a deux 
axes rectangulaires Ox et 
Oy. Inscrivons dans cet 
arc un contour polygonal 
CEF...MM’...D; soient 
OP = x, MP = y les coor- 
données du sommet M, et 
x+Ax, y+Ay celles du 


sommet suivant M’: ona 


—33 
MM’= Aa? Ayi= Ax \/1+ (<=) , 


Fig. 23. 





se a e A e 2 d 
Si Pon faisait Ax ou PP’= 0, — deviendrait =. On 


doit donc avoir 


/ Ay\? _ dy \? 
+ (37) =/1+ (=) + 4; 


a s’évanouissant avec Ax; par conséquent, 


MM’ = ax 4 /1+ (=) + abe. 
dx 
En remplacant successivement, dans cette équation, 
x et y par les coordonnées de tous les sommets du con- 
tour polygonal, depuis le point C jusqu’au point D, on 
aura les longueurs des cétés correspondants. De la ré- 
sulte, si Pon appelle P le périmétre de cette ligne brisée, 


r=Bl sy (2) ] + Bese 


Pour avoir la limite de P ou la longueur de l’arc CD, re- 
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COURS D’ANALYSE. 
fuons d’abord que, « étant une quantité infiniment 
eet > Ax ayant une valeur finie qui est AB, il ré- 


du théoréme démontré au n° 46 que 
lim J (242) =0. 


: dy\? : 
aintenant (/1-+(—-) est une fonction de x, que 
dx ? 


peut regarder comme la longueur de l’ordonnée NP 
point N répondant 4 la méme abscisse x = OP. Si 
fait la méme construction pour tous les points de la 
be CD, on aura une courbe GNH, dont I’épuation est 


—r 
Y= +(Z) 3 


rés cela, ona 
Does (2) = Pree), 
ar suite, 4 cause de lim Dd (242) =0, 


P=lim } (Yaz). 


> (Az) a une limite déterminée qui est V’aire 


THB. Ainsi le méme nombre exprime la longueur de 
CD et l’aire AGNHB. 


13. Considérons maintenant I’abscisse OP = x comme 
able. La longueur de l’arc CM est une fonction de x 
.on peut chercher la différentielle. 

vit done CM = 5; comme s = aireAGNP, ona 


ds = Yds de \/1+ (2) 
dr 


ds = dx + dy, 


nfin 
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Cette valeur de ds permet d’exprimer trés-simplement 
le sinus et le cosinus de l’angle que Ja tangente au point M 
fait avec l’axe des x. En effet, si a désigne cet angle, on 


dy 
a tang a =i 





- Par conséquent, 


dy dy da dae 











fdzt+dyt as Yae+tdyp ds 


LIMITE DU RAPPORT DE LARC A SA CORDE. — NOUVEAUX 
THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES 
DE POLYGONES. 


944. La limite du rapport d’un arc quelconque 4 sa 
corde est Punité. 


En effet, considérons un accroissement quelconque de 


l'arc CM (fig. 23, p. 205). Soit MM’= As, on aura 








As 
arcMM’ _ As _ Azx 
MM’ Az? + Ay’ a \/ Ay\? 
. I+ {| — 
(a5) 


As Ay \? . 
Lorsque Ax s’annule, xz et \/ 1+ (=) deviennent 


dy \? 
\/ 1-+ (=) ; donc 
da 
. arcMM’ 
lim = 


MW °° °° 


215. Si cef...d est un contour polygonal d'un méme 

Fig. 24. nombre de cétés que le contour 
fo CEI’... D; si, a mesure que les 
sommets C, E, F,..., se rap- 
prochent de plus en plus, les 
cétés ce, ef, etc., tendent de 
plus en plus a devenir égaux 
aux cétés correspondants CE, EF, etc., en méme temps 
que le nombre de ces cétés va en augmentant jusqu’a 
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fini, le contour polygonal cef...d aura méme limite 
: le contour CEF’...D, c’est-a-dire la longueur de 
c CD. 

In effet, soient z, @, 7,..., 4 les cétés du contour poly- 
al cef...d, et a’, B', y',..., 2/ les cOtés correspondants 
contour CEF ...D. Appelons L la longueur de cef...d 





u' celle de CEF...D. Soient 5 le plus petit et 4 le 


s grand des rapports entre les cétés correspondants des 
x contours polygonaux. On sait que la valeur du 
port 





+ . a A, sat 
toujours comprise entre = et 7» cest-a-dire que 
ta 


limS =1 et lim 4 =r, Done lim #1 =1, ou 


limL = limL’. 


46. Voici encore un théoréme du méme genre, et que 
1 démontrerait d’une maniére analogue : Sil’on méne 
re les deux ordonnées extrémes CA, DB un nombre 
éfini de paralléles a I’axe des y, puis que l’on inscrive 
re ces paralléles d'autres lignes droites, tangentes a la 
ihe, la somme de ces derniéres tend vers une limite qui 
encore la longueur de la courbe donnée, méme quand 
:s ne forment pas une ligne brisée continue. 
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DES COURBES PLANES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 
POLAIRES. 


Détermination de la tangenfe. — Longueur des lignes nommées sous- 
tangente, sous-normale. — Différentielle de l’aire d’un secteur. — 
Différentielle d'un arc de courbe. — Applications. — Des coordonnées 
bipolaires. 


DETERMINATION DE LA TANGENTE. 


217. Soient O le péle, OL l’axe polaire, et M’MC une 

Fig. 25. courbe, représentée par ]’équa- 
tion f(r, 6) =o. Pour mener la 
tangente MT a cette courbe par 
le point M, il suffit de connaitre 
V’angle OMT =z. Soient donc r 
et 6 les coordonnées du point M, 
etr-+ Ar, 6+ A celles d'un 
point voisin M’ pris sur laméme 
courbe. Décrivons, du point O comme centre, l’arc MI. 

Dans le triangle M’MI on a 





sinIM’M __ MI MI arcMI = MI rA§ 


sinM’MI~ Ml areMi © MI ~ arcM1°* ar’ 


Si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, 
angle IM’M devient OMT ou p, langle M’MI devient 


go°— uv, et ona 





(1) tang pz = rae 
dr 
On tire de la 
dr . | rd§ 
(2) cosp= sin p 


yar? + r2do? fdr rde 
Sturm. —- 47., I. 14 





. é 
. .. : 
oe Eee tee, tae ake se: 


eee ee 
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Comme p. est compris entre o et 180 degrés, il faut 
que siny soit positif. Quant a cosy, il sera positif ou né- 
gatif, suivant que l’angle p sera aigu ou obtus. 


218. On parvient encore 4 la formule (1) par une 

Fig. 26. transformation de coordonnées. 
Prenons l’axe polaire Ox pour 
axe des abscisses, et une per- 
pendiculaire Oy pour axe des 
ordonnées. Soient OP =v et 
MP = y; on aura 





tang OMT = tang (MT x — MOz). 


Mais 
_ dy _ Ss 
tang MTz — dz et tang MOz — >? 
donc 
dy YF 
ax xdy — yd 
yay xdx + ydy 
1+ — 
zdx 
Or, ona 
x==rcos®@ et y= rsing; 
donc 


dx — drcos§ — rd@sin@é, dy —drsin®é + rd§cosé. - 


On en tire 


f 
; rcos$ (drsin 6-+-7d9 cos 6) —rsiné (drcos@—rd sin 6) 
tang OMT = oor oer gy? 
rcosé(drcos@—rd 6 sin 9; +-rsin6 (drsin 6-+7d cos 6) 


et, toutes réductions faites, il viendra 


r°d§ rd@ 
tangOMT — sar =" 
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LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 


219. Dans ce systéme de coordonnées, la sous-tan- 
gente est la perpendiculaire OT ( fig. 25, p. 209) menée 
au rayon vecteur OM par l’origine, et terminée a la tan- 
gente MT. La sous-normale ON se mesure sur la méme 
droite, & partir du pdle O, jusqu’a la rencontre de la nor- 
male MN au point N. D’aprés ces définitions, S, et S, 


désignant ces deux droites, on aura 





rd@ 

S, = OT = rtangp = rad 
r dr 
5. = ON = tangp do 


DIFFERENTIELLE D’UN SECTEUR. 


220. Désignons par u (fig. 25, p. 209) un secteur POM, 
compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soit 
MOM’ = Au. Prenons l’arc MM’ assez petit pour que, 
de M en M’, les rayons vecteurs soient constamment 
croissants ou décroissants. Pour fixer les idées, suppo- 
sons-les croissants. Décrivons du point M, comme cen- 
tre, les arcs de cercle MI, M’K, terminds aux rayons 
vecteurs OM =r et OM’ =7’: on aura 


OMI < Au < OM’K, 


ou bien, comme OMI = =r" Ad et OM’ K! = <1 Ad, 


I I, I Au I 

— jr? — 7'2A0 ou —-—s? — —;7' 

5 Ab haar , 5 <p <5 
Or, ala limite, r’ devient égal 4 r; donc 


du I I 
———p? — — 72d. 
6 3"? ou du 3? dQ 


14. 


ad a ieee adhere 
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224. Ce calcul conduit 4 une conséquence souvent 
le. On a trouvé plus haut (n° 248) 


tangOMT = so-7%, . 
vussi (n° 217) 
tangouT = “22; 


aura donc 

ady—ydr r'do 

adz+ydy rdr 
is, 4 cause de 

e+y=r, 

a 

adz+ ydy=rdr; 
ic 

ady —ydz=r'dd, 


ir'do est la différentielle du secteur LOM; done 


e différentielle est aussi égale & ; (xdy —ydz). 


dn pourrait d’ailleurs obtenir ce résultat de la maniére 
vante. Ona : 











<= tangé; d'od + cos"0” 
2 
ady —yde = do. 
ona 
a = r?c0s?0; 
© 


$(ady — de) = reas. 


DIFFERENTIELLE D'UN ARC DE COURBE. 


22. Considérons l’are CM = s (fig. 25, p. 209), et 
MM’ = As sonaccroissement. 
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Dans le triangle M’ MI on a 


MM’ sinMIM’ 
MI ~ sinMM’1’ 


d’ou, & cause de MI = arsin - Aé, 


- iI 
mw 778 48 SMT’ 
arcMM’  ——sAs sin MM’I’ 


et, en passant a la limite, 


ag | 
I= —-——, d’od ds = 2, 
ds sing . sin p 
donc [(217), formules (2) | 
| ds = Vdr* + r7d0. 
De la résulte 
rd§ dr 
sin =? cos 2 = as. 


223. On arrive encore a la différentielle de are par 
une transformation de coordonnécs; on a 


ds = dz? + dy? 
= (dr cosé — rd6 sind)? + (dr sin@ + 7d0cos6)?, 


ou | 
ds = ydr? + r7d 6?. 


APPLICATIONS. 


224, 1° L’équation d’une ellipse, quand on prend pour 


Fig. 29. pole le foyer de droite F et le 
M grand axe pour axe polaire, est 

r= Ps, 

F T 1+ ecos@ 


De la on tire 
epsin§ d@ d@ (t+ ecos6)'_ 
Tang? 


dr = ——————_—_), —= 
" (1+ ecos6) dr cp sin 6 





2° La spirale d’ Archiméde, 


E oo 

; 
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| d’ou 

rd6 I-+ ecosé 
: “e* = tang FMT = —_-——— 
' dr 6 esin@ 

; 

es 


rae, 


La courbe part du pdle et touche en ce point l’axe 
polaire. Pour la construire, du péle comme centre avec 
Fig. 28. Punité pour rayon, on décrit 
un cercle, dont l’arc compris | 
entre un rayon vecteur et l’axe 
polaire a pour longueur 9. En 
portant cette longueur, multi- 
pliée par a, sur le rayon vecteur 
a partir du centre, on aura un 
point de la courbe. 
Comme r croit indéfiniment avec 6, la courbe fait une 





: infinité de révolutions autour du pdle. 

F On adr = ad6, d’ou 

tan do_rd?_r_, 
. =P? ee OC CCS a ee 

° 6B dr ad@ a 


e $,=oT =r =a 


Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un 
moyen trés-simple de construire la tangente. 
3° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que 


son équation 
ré=a, 


PHT IE, 


est analogue 4 celle del’ hyperbole xy = m’, 
De I’ équation de la courbe on tire r= Be : pour 6 = 0, . 


on a r=; pour des valeurs irés-petites de 6, rest fort 


ECE ALTON PW TT Mate 
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grand, et diminae a mesure que 0 augmente; pour 8 = oo, 
on ar=o. Par conséquent, la courbe fait une infinité de 
révolutions autour du point O 
sans jamais pouvoir l’atteindre; 
ce point est un point asymptote. 
.La courbe a une droite asym- 
ptote paralléle a OA; carsi, d’un 
point M pris sur la courbe, on 
abaisse une perpendiculaire MP sur l’axe polaire, on aura 


Fig. 29. 





MP — OM sing = rsing <a 2"? 





Donc, lorsque 6 tend vers o, la distance MP tend vers a, 


. sin 6 . 
puisque —— tend vers l’unité. 


On a ensuite 





9 r@ 
lange = TS HS, 
2°16 
S,= — —=— r§@=—— a. 


La sous-tangente est donc constante. Cette propriété 
offre un moyen commode pour mener la tangente par un 
point pris sur la courbe. 

4° La spirale logarithmique, dont l'équation est 


rab. 


En changeant l’axe polaire sans changer le pdle, on 
peut mettre l’équation sous la forme 


r— em, 


En effet, posons a = e*, 6 = e”, alors 


a 
r= e* 6" — nit are 
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Soient OA le premier axe polaire, et M un point de Ia 
Fig. 30. courbe. Prenons ua axe polaire . 
M OA’, qui fasse avec le premier 
0\6 un angle AOA’ = —. Alors, si 
a aA m 
7 MOA=6, en posant $+ — = 6’, 
m 
’équation deviendra 
r= Palin 


Considérons donc l’équation r = e”° : pour @ = 0, on 
aura r==1, et si l’on fait croitre 6 indéfiniment, r croitra 
indéfiniment. Par conséquent, la courbe fera, a partir du 
point A (fig. 31), pour lequel OA =1, une infinité de 
révolutions. En donnant 4 6 des valeuts négatives, 
r diminuera indéfiniment; donc la courbe fera encore 
a partir du point A, mais dans l'autre sens, une infinité 
de révolutions, en s approchant toujours du pdle. 


; I 
On aura dr= me” *d6 = mrdb6; par suite, tangy = —s 
Fig. 31. 


quantité constante. Donc, dans 
la spirale logarithmique, la tan- 
gente fait un angle constant 


NO avec le rayon vecteur qui passe 
) _ parle pointdecontact, ~ 


r ' 
La sous-tangente sera —, et la sous-normale mr. 





Lextrémité T de la sous-tangente décrit une spirale 


égale a la premiére, mais située différemment. Soit 
OT = p, ona 


or _ 
Cam 
Or, en posant TOA = — 6’, on aurag=6'-+ 5 =° Parsuite, 


m {| 6'-+- =) m( 6° =) . Im 

e e ? rt 

‘ 7_—. . : . =e 2 m 
P— _—o- - 4» 


— 
—-_ 


im elm 
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el,en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le pre- 


. ogy 7 lm... 
miér d un angle égal a = — sz? puis posant 


Q° = (# + i ~ =) 9 
2 m 


on aura |’équation 
_ m6" 
pe", 
qui représente une spirale égale a la premieére. 
L’extrémité de la normale décrit aussi une spirale 


égale & la premiére. 


DES COORDONNEES BIPOLAIRES. 


225. Dans ce systéme de coordonnées, Ia position d’un 
point sur un plan se détermine par les distances r et r’ de 
ce point a deux points fixes A et B. 

Soit f(r, r’) =o V’équation de la courbe CM, et pro- 

Fig. 32. posons-nous de lui mener une 
tangente au point M. 

Considérons, pour cela, la 
sécante M’MS. Menons MH 
perpendiculaire a AM’. 

Soient 





“J , 
AM=r, BM=7; .-AM’=r-+Ar, BM!’ =r’+ Ar’; 
MAM’ AG, arcMM’= 4s, AMT=a, BMT =6. 





On aura 
WH MH arcMM’ 
cos AM’ M — ——— — ~—— --—____- 
Mt = a Sw? 
ou bien 
= 
Ar -- 2rsin? — a6 v 
cosAM! M = ———__-2__ 9 are MM 
As MM 
Or 
| 
arsin? = 9 MM! 
. 3 aaa ..areMM 
lim rv =o, lmAM’M=a, lim or eh 





} 


e 


s 


Se 
nan 
i 
it 
fh. 
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donc 
_ ar 
cosa = —- 
Pour Ja méme raison, 
dr’ 
cos6 = 7a 
Par suite, on a 
cas x dr 


cosé dr’” 
ce qui détermine Ja tangente MT. 


226. En prenant les deux foyers d’une ellipse pour 


_ points fixes, l’équatiou de cette courbe sera 


r+r'—2a. 


4 e : dr 
De la on tire dr +- dr! = 0; d’ot —— = —1: donc 


dr 
COSa ; 
cosé SO 
ou 
cos z == — cos6é. 


Donec les rayons vecteurs d’un point de l’ellipse for- 
ment avec la tangente, d’un méme céteé de cette droite, 
deux angles supplémentaires. 

On trouverait de méme, pour l ‘hyperbole, cosa = cos6. 
Pour une courbe dont !’équation serait r+ mr! = a, on 
aurait cosa = == mcos6. | 


EXERCICES. 


1. Une courbe est donnée par une relation entre les distances r 
et r' de chacun de ses points a deux points fixes, Trouver Ucxpres- 
sion de la différentielle de son arc en fonction des distances ret r' 
et de leurs différentielles. Application aux sections coniques. 


SOLUTION. 


dst &rr'[rr'(dr'+dr®) —(r?+r?—a’)\drdr'|_ , | 


~ (r-+r’+a)(r+r'—a)(a+r—r')(atr’'—r)’ 
a désigne la distance des deux pdles. 
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2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 4 
#0" que les droites menées d’un point quelconque M de cette courbe 
a deux points fixes A et B font avec la droite AB. Déterminer la 
tangente a cette courbe et exprimer la différentielle de son arc en 
fonction des angles 9 et 6' et de leurs différentielles. 

Appliquer les résultats a la courbe décrite par V’intersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec 
des vitesses de rotation uniformes. 


SoLution. — Si p et »’ désignent les angles que la normale fait 
avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura 


sin?» -+- ane asinp sin p’ cos (8 + 8’) — sin? (0 + 9) =0, 
= ane) +6) —, —, sin?6'd6?-+-sin?6@6"— 2 sin 6sin 6’ cos (6-+-0)d6d 6". 


Dans le cas particulier, 7 et 7’ étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements, on a 

sin nsin6! 

sin p! on’ sin 9 





3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires 


par les équations 
r-+nr'=a, 


r'—anr =6, 


se coupent & angle droit, quels que soient = et 6. 
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DIX-NEUVIEME LECON 
THEORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


Contact de divers ordres des courbes planes, — L’ordre de ce contact est 
indépendant du choix des axes. —Caractéres distinctifs des contacts 
d'ordre pair ou d’ordre impair. — Des courbes osculatrices. — Du cercle 
osculateur. — Application aux sections coniques. 


CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. 


227. Soient deux courbes CMN, C’M’N’ ayant pour 

équations 
yHS(2), ¥ =9(2), 

yet y étant des fonctions explicites ou implicites de x. 
Supposons que ces deux courbes aient en M un point 
sommun, et comparons les ordonnées QN et QN’ des 
jeux courbes, répondant & une méme abscisse, dans le 
voisinage du point M. Soient OP = x et PQ=h: ona 


QN=flz+h), N= 9—(2+h). 


Done 
NN =f(2+h)—9(2+h), 
Fig. 33. et l’on aura, d’aprés la série de 
Taylor, 
dj d) 
NN =y—y' +h (2 - Zz) 
mM [dty diy! 
Ta (3 - 5) +R. 





= 
Or, on peut mettre R sous la 

+ id . 

orme aa devenant nul avec h; et comme le point M 


2st commun aux deux courbes, ce qui donne y=’, 
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on a 


dy dy’ h? (d?y = d*y’ 
| on — Te LY | —* — 
NN =1(F ae) sala dae * * 


Maintenant, si l’on suppose que les deux courbes aient 
au Poin M une tangente commune MT, on aura en outre 


_¥ 


— » et Pégalité précédente deviendra 


a= 
f ecqnemmrene~er eins OE eR ; e 
NN = (2 dz? +a) 


Il est facile de démontrer que la courbe MN’ approche 
plus de la courhe MN que toute autre courbe MN” qui, 
passant par le point M, ne serait pas tangente a MT. 

En effet, soit y” = (x) Péquation de MN”; on aura 


dy dy” 
Y — 2, 
NN =1(9 PF +8); 


€ s’'annulant avec h; donc 


2 2a,! 
—(4-F? + «| 





NN’. dct dn 
NN’ dy dy" . 


dz dx 
Donc, quand f tend vers 0, on a - 
, | / 


lim NN += 0 
NN” —ne 


Ce qui montre qu’en se placant suffisamment prés du 
point M, NN’ est moindre que NN”, et par suite que la 
courbe MN’ est située entre MN et MN’. " 


(28. Généralement, supposons que V'o on ait 


—_ dy! , ay d*y’ .d 2y: dry! ay 
(a) x=, dz de dv de” “dx = 





bes 
. 





; . 
¢ 
i 
r. 
\ 
} 
; 
} 
, 
l. 
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II en résulte 


NN’ — Ant d+ yx ha y' 
~ 1e2...(2 +1) dx dart "7 )9 


2 étant une quantité qui devient nulle en méme temps 
que h. Je dis que, dans les environs du point M, la 
courbe MN’ qui remplit les conditions (a) approche plus 
de MN que toute autre courbe MN” qui ne les remplirait 
pas toutes. 

En effet, soit y” = (x) l’équation de MN”, et sup- 
posons que les m premiéres dérivées de y” soient égales 
aux m premiéres dérivées de y, m étant moindre que 7: 
on aura 

m+! qQntt iy qt y” 
QN — QN’=— NN = Tla...(m 1) (ia —_— dave +8)> 


6 étant une quantité qui devient nulle en méme temps 
que A. I résulte de 1a que 

drtiy d™tty! 
NN’ Ar-™ drt ~~ dxtr' +a 


—m 
eed Ce ee sesame Reman nememmneeemnn ened tr a A tr 
a 


NN’ (m+ 2)(m-+3)...(a2+1) d™ty any” 
dxmt' agente 





Or, comme h décroit jusqu’a 0, @ et 6 tendent de plus 


en plus vers cette limite; il s’ensuit que, lorsque h est 
, 


. NN . . 
assez petit, le rapport wn cst sensiblement proportionnel 


a h"-™, et, par conséquent, peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, puisque 7 est plus grand que m. 

Si Pon convient de dire que /es deux courbes MN’ et 
MN ont un contact de l’ordre n, et par suite que les 
deux courbes MN et MN” ont un contact de l’ordre m, 
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent 
s'énoncer en disant que, par un point commun 4 deux 


courbes qui ont un contact de l’ordre n, on ne peut — 


faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe 
ayant, avec l'une des deux proposées, un contact d’un 
ordre inférieur au nm, 
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LORDRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOLX 
DES AXES. | 


‘ 


229. L’ordre du contact est indépendant de la direc- 
tion des axes, pourvu que l’axe des ordonnées ne soit pas 
paralléle a Ja tangente commune aux deux courbes. 

On pourrait démontrer ce théoréme en employant les 
formules générales de la transformation des coordonnées, 
et faisant-voir que les dérivées des ordonnées des deux 
courbes sont encore égales dans le nouveau systéme 
d'axes jusqu’au n”* ordre, si n était ordre de contact 
dans le premier systéme. Mais on peut y parvenir plus 
simplement par des considérations géométriques. 

Soient CMN, C’M/N’ les deux courbes tangentes en M. 

Fig. 34. Par le point M menons une 
droite quelconque Mn”, mais 
différente de la tangente au 
point M. Son équation sera 


yxy” art b. 
Soijent 
Y= (zr), y =9(2) 
les équations des deux courbes. Considérons les ordon- 


nées de ces trois lignes correspondant a un point N pris 
sur la premiére; on aura encore 





Arr dt'* ' 'y drt y' 
| an ae ee 
AN = pe es drt! +); 


et puisque, par supposition, la droite menée par le point 
M est différente de la tangente, 


‘dy” d 
nn’ =A (FF +6) =a(Z—ae), 


dx hh dx 
Par suite, 
drtiy drtty! 
NN dati Gar 1 1 
(NN“)*r! (z at e)" 1.2.3...(a-+ 1) 
dz 


i | 


ae | 
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dr, quand / tend vers zéro, , a et 6 tendent aussi vers 
1 


éro. On voit donc que le rapport 7 tendra vers 


ne limite finie. 
On peut donc dire que si le contact est du n®* ordre, 


NN’ infini ‘ fame 
> rapport yyy sera un infiniment petit du n** ordre. 





a réciproque est d’ailleurs évidente. 


230. Supposons maintenant que l’on rapporte la courbe 
autres axes; ‘par le point N menons une paralléle au 
ouvel axe des y, Soient n’ le point ot cette paralléle 
oupe la courbe y’ = 9 (x) etn” le point ow elle coupe la 
roite Mn”, Pour démontrer que Vordre du contact ne 





hange pas, il suffit de prouver que le rapport 





N 
(Nr 
Nx’ 
Nr’ 
afiniment petit du n*"* ordre, et, par suite, le contact 
2ra encore de l’ordre n. 

Or, si l’on méne N‘n’, le triangle NN’n’ donnera 





md vers une limite finie. Car sera, dans ce cas, un 


. NN’ sina’ 
sin NY 





e point N s’approchant indéfiniment de M, le point N’ 
mndra vers N, ainsi que le point n’, et, par conséquent, N’ 
tn! se confondront 4 da limite. Done n’ N‘ tendra vers la 
ingente au point M, et, par suite, le rapport des sinus 


es angles n’ et N’ aura une limite finie. D’ailleurs, le 
NN” dd) int Ns. roch 
ipport 7-7 reste constant quand le point N s'approche 





u point M, puisque le triangle variable Nn” N” reste 
vujours semblable 4 lui-méme. 

Ona 

, sina! 


“ 
NN sin’ ” gan” 
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De Ja 
sin nr! 
NN’ Na’ sin N’ 
(NN? e+! — (N2” r+! sinn”\*” 
(in) 


d’ot l’on déduit que le rapport ae tend vers une 


limite finie; ce qu'il fallait démontrer. 


CARACTERES GEOMETRIQUES D UN CONTACT D’ORDRE PAIR 
OU D’ORDRE IMPAIR. 


231. Si les deux courbes CMN, C’M‘N’, qui ont res- 
pectivement pour équations 
y= (zt) et y'=9(z), 
ont au point M(x, y) un contact de l’ordre n, les 
%-+-1 conditions suivantes seront remplies : 


pay MY ey ey PY Or, 
T= Gee’ de dx dz" da® 


Dans ce cas, On a, comme pous V’avons vu, 
Atri (2 dtty! 
; + a)e 


1.2...(@-+1) \da"t! daet 


NN’ = QN— QN’ = 


Mais, jusyu’a présent, nous n’avons fait attention qu’a 
la valeur absolue de NN‘ ou de QN — QN’. Nous allons 
maintenant avoir égard au signe de cette difference. 
Si n est pair, z-+-1 étant impair, h"*t', et par suite 
Fig. 35. QN — QIN’, changera de signe 
avec A, et l’on en conclut que 
celle des deux courbes qui est 
au-dessous de l'autre, a gauche 
du point de contact, est située 
au-dessus a droite de ce point, 
en sorte qu’en ce point les deux 
courbes se traversent mutuellement, comme on le voit 


dans la figure. 
Sruanu. — 4n., I. 15 








b 
r 
| 
I 
‘ 
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Si 7 est impair, alors n-+-1 étant pair, en prenant h 

assez petit, le signe de QN — QN’ ne changera pas avec 
Fig. 36. celui de h, c’est-a-dire qu’aux 

environs du point M les deux 

courbes ne se traversent pas. 

Donc, guand deux courbes 
ont entre elles un contact d'or- 
dre impair, l’une des deux em- 
brasse l’autre, et deux courbes 
se traversent mutuellement au point de contact, quand 
elles ont un contact d’ordre Pair. 

Une ligne droite tangente 4 une courbe a en général 
avec elle un contact du premier ordre, c’est-a-dire d’ordre 
impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entiére 
d’un cété de la courbe. Si le point de contact est un 
point d'inflexion, alors le contact devient d’ordre pair, 
et la tangente traverse Ja courbe. 





DES COURBES OSCULATRICES, 
932. Soit 


(1) o(z,y’, a,b, c,...,l)=0 


une équation renfermant 7m --1 constantes arbitraires, 
a, b, c,..., l, et qui, suivant les valeurs attribuées a ces 
constantes, convient 4 une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer des indéterminées a, 6, c,..., 2, de ma- 
niére que la courbe (1) ait un contact d’un ordre déter- 
miné, du nau plus,.en un point donné (x, 7), avec 
une courbe donnée par |équation 


(2) S=Sf (ez). 


Si le contact est du 2™* ordre, les n-+-1 conditions 
suivantes seront remplies : 


(a) /— dy’ __ dy dry! —_— a*y cee dvy' _ ay 
Y= Io ae ae’ dx! dz*’’ dx" dx 
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; dy' d*y' d"y' 
On obtiendra ——, ——)--+» Fer 


dx’? dz 
an ee dy dy d"y “ert 
de suite l’équation (1), et an dat? qa? On différen- 


» en différentiant 7 fois 





tiant n fois de suite |’équation (2). Les n-+1 équa- 
tions (a) détermineront les n +1 constantes inconnues, 
a,b, c, ..., en fonction des coordonnées du point de 
contact et des coefficients de ]’équation (2). 

Quand on détermine les constantes a, 5, c,..., 2, de 
manieére a obtenir le contact de l’ordre le plus élevé pos- 
sible, qui est égal au nombre des constantes moins 1, on 
dit que parmi toutes les courbes de méme espéce repré- 
sentées par |’équation (1) celle qui répond 4 ces valeurs 
des constantes est osculatrice 4 la courbe y = f(x). 


233. Comme premiére application, considérons la 
droite 


(1) xy =—ax+b, 
et la courbe y = f (<x). 


L’équation de la droite ne renfermant que deux con- 
stantes arbitraires, on ne pourra établir qu’un contact 
du premier ordre. I} faudra pour cela satisfaire aux deux 
équations 

dy’ dy 
= et ou @=>-——e 
y=s dx dz 





Si Pon remplace y’ par y dans |’équation (1), on aura 


y= art b, 
d’ot l’on tire 
ay 


b=y—axr=y— 7s. 


L’équation {1) deviendra alors 


dy dy dy 
v4 — —_—= esewn —- ee / ana 
Y =z +Y 7p» ow yy oy, (# xz), 
ce qui est bien l’équation de la tangente au point (x, 7) 


15. 
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DU CERCLE OSCULATEUR. 


234. Appliquons encore les mémes considérations au 
cercle. Soit en coordonnées rectangulaires 


y=S(z) 


’équation d’une courbe. Puisque l’équation générale du 
cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle oscu- 
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con- 
tact du second ordre. Soit donc 


(1) (2 — E)?+ (y' — 2)? = 


équation de ce cercle inconnu. 
On‘en tire par deux différentiations successives : 


d 
(2) z—E+(y’—7n SY =o, 
dy” , d?y’ 
(3) I+ 7G + (y’—n) sar =O 


_ dy’ dy d'*y dy 
y=ss ‘dx dx dx dz’ 





sil’on remplace dans les relations (1), (2) et (3) y’, or, 


ry’ . dy d? , 
—z? Pespectivement par y, —» >>» on aura pour déter- 
miner £, 7, p les trois équations 
(4) (BBP (yap, 

(5) (2—8) +(y—2) Z =o, 
(6) 1+ Fo + (y—2) =, 


x et y étant les coordonnées du point de contact. 
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On tire de ces équations : 





dy? dy o”\ 
= da? Gr ‘dx? 
1— Y= d‘y ’ _— t= — “dry ? 
da? da? 
et enfin 


dy?\? dy?\3 
(1+ =) ( _ (1+ 2) 
I+ — |} = * 








Oe Taey\t \IS at] Tae? 
(a) (a3) 
d’on | 
+3). 
(9) * peek Le 
| 7 
ax 


235, Le numérateur de cette expression étant positif, 
il faut prendre Je signe + ou le signe — suivant que 
or est positif ou négatif, si l’on veut avoir la valeur ab- 
solue de ¢. 
L’équation (6) montre que 1— y et oY sont toujours 
dx* 
de méme signe. Comme 7 — y est la différence entre l’or- 
donnée du centre du cercle et l’ordonnée du point de 
contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur 
est toujours dans la concavité de la courbe. 


La courbe et le cercle osculateur ayant la méme tan- 


-gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale a 
§ ’ 


la courbe au point (x, vy); on peut encore le conclure de 
P’équation (5) mise sous la forme 


(8) ° 





d’ou résulte que la droite dont le coefficient angulaire est 


7 2 c’est-a-dire la droite qui unit le point de contact 
a —— 





eR. TE 
. 
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au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire 4 la 
tangente commune. ) 

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact 
du second ordre en général, par conséquent d’ordre pair, 
il s’ensuit qu'il traverse la courbe, excepté en certains 
points particuliers ou le contact est d'un ordre supérieur ‘ 
au second. Dans ce dernier cas, si Je contact est d’ordre 
impair, la courbe et son cercle osculateur sont du méme 
cété de la tangente commune. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
bure ; son centre et son rayon centre et rayon de cour- 
bure. Nous en verrons plus tard la raison. 


236. Comme exemple, proposons-nous d’obtenir le 
rayon de courbure MK d'une 
section conique, en un point 
quelconque. 

Cette courbe rapportée 4 l'un 
de ses axes de figure et ala tan- 
gente au sommet a pour équa- 
tion 


Fig. 37. 





(1) ys 2pe+ qu’. 


En différentiant deux fois cette équation, on trouve 


dy pt+qx 
dz y 
d*y (o 2 
da? 4 = 4s 
et, en mettant pour Y sa valeur, 
. dx 


ay | pi+2apqe+ Pu’. 
IG tO 


ou enfin 


/ 





(2) P= 
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Par suite on a, en valeur absolue, 


apt 
A (1 + a \ 

P’ 
Le numérateur de p est le cube de Ja normale MN. En 
effet, le triangle rectangle MNP donne 


—— dy? dy? 
MN SOS P+ yy? 7) ou r= I-+ —; 


2 dz?’ 
d’ou 
dy2\ 2 
x (1+ ) —= 7. 
Donec 
n 
(3) P= FF 


Ainsi, en tout point d'une section conique, le rayon 
de courbure est égal au cube de la normale, divisé par 
le carré du demi-paramétre. 

Il est, du reste, facile d’obtenir la valeur de.p en fonc- 
tion seulement de |’abscisse du point M. En effet, 


dy | 
y?—apxr-+qz’ et I Fp P+ Ie; 


on a, par suite, | 
naps + qe’ + (p+ qx)==(q+q?) a+ 2pqx+ 2 px p. 


Donc 


3 
2 


[((g + @2)a2+ ap(1+¢)z+ p? 
Pp’ 


— 
— 


i aid a ~ me Pier i. 
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VINGTIEME LECON. 
DEVELOPPEES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES. 
Développées et développantes des courbes planes. — Propriétés générales 


des développées. — Application a ja parabole, a l’ellipse, a l’hyperbole. 
— Enveloppe d’une courbe mobile. 


ee 


DEVELOPPEES ET DEVELOPPANTES. 


237. Les coordonnées £ et » du centre de courbure 
correspondant au point M de Ja courbe CM sont déter- 
minées, comme on ]’a vu, par les équations 


d 
(1) z—§+(y—12)2 =o, 
dy? d'y 
(2) I+ 7 (xy —4) ae —o 


Les centres de courbure K, K,,..., forment une nou- 
Fig. 38. velle courbe FF’ que l’on ap- 
pelle la développée de la courbe 
CM, et celle-ci est appelée la 
développante de FF’; nous ver- 
rons bientét la raison de ces 
dénominations. 
Puisque les équations (t) et (2) 
avec |’équation de la courbe donnée CM 


(3) f(z, x)=0 


déterminent les coordonnées ~ et n du centre de cour- 
bure K, relatif au point donné M (x, y) de la courbe CM, 
on aura |’équation du lieu des points K en éliminant 2 
et y entre les équations (1), (a) et (3). 
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PROPRIETES GENERALES DE LA DEVELOPPEE. 


238. La développée d’une courbe jouit de propriétés 
générales trés-remarquables. 

En premier lieu, les normales a la développante tou- 
chent la développée aux centres de courbure. 

En effet, si l'on prend x pour variable indépendante, 
etque l’on différentie l’équation (1), en y regardant y, 


d e 
=, ~ etn comme les fonctions de x, on a 





dy d? 
dz — dé + (dy — dn) = +(y—n) )45 =o 
ou 
dy ay dy 
dz | 1+ 50 +(x — 9) 25 | — a — an F =, 


ou bien, 4 cause de l'équation (2), 


d 
dt +dn ~ =o, 


dx 
ou enfin 
dn dx 
(4) qe 


Cette derniére relation montre que la tangente a la 
développée menée par le point K est perpendiculaire a la 
tangente menée par le point M 4 la courbe CM. Donc la 
droite KM est tangente 4 Ja développée. 


239. Une conséquence immédiate de cette propriété, 
c’est que la développée d’une courbe est le lieu des in- 
tersections successives des normales & cette courbe. En 
effet, considérons les deux normales MK et M,K, qui 
touchent Ja développée aux points K et K,. Soit Te point 
otelles se coupent : quand M, se rapproche indéfiniment 
de M, Ja normale M,K, se rapproche de MK, et l’angle 
K,IK tend vers deux angles droits. Done K,K est le plus 
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wand cété du triangle K,IK, et comme ce cété tend vers 
éro, il en sera de méme de IK. Par conséquent le point] 
e meut sur la droite fixe MK en se rapprochant indéfi- 
‘iment de K, que l'on peut considérer comme le foint 
*intersection de la normale MK et de la normale infini- 
aent voisine. 


240. La différence entre deux rayons de courbwe 
IK et M,K, est égale 4 arc K,K de la développée, 
ompris entre les deux centres de courbure correspon- 
‘ants. 

Pour le démontrer, différentions l’équation 


ta (2+ (ya, 


ny regardant y, £, n et p comme des fonctions de la va- 
iable indépendante «x. Il vient ainsi 


pdp = (2—8) (dz — dé) + (y —n) (dy — dn), 
a 


Yo 
tp=de[a— bly —2) Z| —(#—8)at—(y — any 
2 qui, d’aprés I’équation (1) du n° 237, se réduit a 

pdp =— (@ — 8) d’—(y —2) dn, 
‘oa Von tire, en désignant par o V’arc FK, 








de ba a amy dn, 
do p (do*p ‘de 
fais le second membre est le cosinus de l’angle que la 
roite MK fait avec la tangente a la développée au point 
i. Comme cet angle est nul, son cosinus est égal a !’u- 
ité, et Yona 
dp=do. 


Je cette équation on conclut 
p=a+C, 
‘ désignant une constante; on aura de méme 


peate: 
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donc 
p — pio — o,= arcFK — arcFK,=arcKK,. 


241. On peut aussi concevoir cette propriété comme 
une conséquence de ce que la développée est le lieu des 
Fig. 39. intersections successives des normales a la 
ue courbe donnée. En effet, remplacons un 
petit arc KK, de la développéc par sa corde, 
et supposons que cette ligne prolongée 
rencontre la courbe en M. La droite KM 
différera trés-peu de la normale KN menée 
par le point K, et K, M trés-peu de la nor- 
male K,N, menée par le point K,, en sorte qu'on aura, 
en négligeant des infiniment petits du second ordre, 


N, 








KK, — KM — K,M—KN — K,.N,. 


C’est cette propriété de Ja courbe FK qui lui a fait 
donner le nom de développée. En effet, imaginons un 
fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont l’autre 

Fig. fo. partie, tendue suivant la tan- 
gente K,M,, se termine en M, 
sur la courbe CM. Je dis que si 
Von déroule ce fil en le tenant 
toujours tendu, son extrémité 
décrira la courbe CM. Car sup- 
posons que la partie rectiligne 
soit maintenant dirigée suivant la tangente KM, et que 
l’extrémité aboutisse au point G: on a 


GK = M,K,+K,K, 





puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais 
d’ailleurs on a aussi MK = M,K,-+ K,K. On aura done 
GK = MK etG coincidera avec le point M sur la courbe 
CM : donc l’extrémité du fil décrira la courbe CM. 


242. Une méme courbe FK a une infinité de dévelop- 
pantes, et pour les décrire il suffira d’allonger ou de di- 
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minuer le fil d'une quantité arbitraire. Les tangentes 4 
la courbe FK sont normales 4 toutes les développantes, 
d’ou il suit que celles-ci ont les mémes normales et les 
mémes centres de courbure; et comme elles interceptent 
sur leurs normales communes des longueurs constantes, 
on peut, au moyen d'une développante, obtenir toutes les 
autres. 


243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses 
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique 
d’aprés les formules trouvées précédemment : par consé- 
quent, un arc de la développée, qui est Ja différence de 
deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression 
algébrique, et cette courbe sera rectifiable. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE. 


244. Appliquons la théorie précédente 4 la parabole 
Fig. 41. dont l’équation est 
yrape. 


Nous avons trouvé, en désignant 
par n la normale MN, et par p 
le rayon de courbure au point M, 





n> 
— (236). 
p= 53 (236) 


Si l’on veut exprimer ce rayon en fonction des coor- 
données du point M, il faudra différentier deux fois l’é- 
quation y*= 2px, ce qui donne 


dy p @y_ Pf 
dey dane ¥ 


Donc on a, en valeur absolue, 
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Pour avoir nen de la développée, substituons les 


valeurs de & an et de @ aa J’ dans les équations 
dy 
z—§&+(y—a) 7 =0, 
dy? d*y 
I+ 74 +(x —4) GS =O: 
il vient 
P P’ pr 
z— E+ (y — 2) =o, I+ aT) Go 


"élimination de x et de y entre ces équations et celle de 
la courbe conduit a |’équation de la développée. De la 
seconde on lire 


- En mettant cette valeur de » dans la premiére, on aura 


yx? 
—§+p+—=o0 
2—§-+p P ’ 
d’ou 
—E—p=3e2. 
On a done 
y~=— p’ ny z= 5 (E—p) et y’==2pz, 
d’ou 
y= Pa? 
et 
2 3 
y= (2p2P= E (3 —p)| ° 
Donc 
p= — S P*(&— Pp) 
~ 39” 
ct 


8 
2 \3 
v= Dp —- (§ — p). 


Si lon transporte l'axe des ordonnées parallélement a 
lui-méme jusqu’au point O, tel que AO = p, l’équation 
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rend la forme plus simple 7* + = &'%, ou simplement 


‘33 
at/2 2. 
° Vine" 
‘ette courbe a la forme KOL (jig. 41, p. 236). Elle 
st symétrique par rapport a I’axe des abscisses, ce qui 
tait évident 4 priori, et s’étend a l'infini du cété des x 
ositifs. 
En différentiant, on trouve 
dn _ 3, /8 4 
& =3V apt 


5 =iVae Fs “eve 


e signe de 2 ” est le méme que celui de »; par consé- 


ae 
uent, la courbe est partout convexe vers l’axe des ab- 
sisses. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE. 


245. Soit 
ay? bat= atl 


équation d’une ellipse rapportée a son centre et A ses 
xes. On en tire 


Cela posé, la formule connue du rayon de courbure 
onne 


Biat\? 
(+55) _ esa 
Te ae 

ay 
Pour avoir la développée de l’ellipse, reprenons les 


p= 
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deux équations 
dy? d*y 
() I+ ap + (9 — 4) Ge = 
dy _ 
d d*y 
Quand on remplace = ets et — par leurs valeurs, l’équa- 


tion (1) devient 


aly + bx’ y — ab’ (y—n)=0, 


ou 
__ (ay? + b'x?)\y¥ 
So 1 ae 
a‘y? eo? (a? b= ay?) 
— ab 
a? — b?) y? + 5 
__ jr ¥; 


et posant a? — 5*= c’, il viendra 





( bs + cy?) y ays 
| YS HO be? 
ou enfin 
cy 
(3) 1=— 





En permutant dans la relation (3) x et y, a et b, ce 
qui change c* en — c’, on aura 


cx 
(4) i= ro 
Par conséquent, si Pon pose, pour abréger , — e - =A et 


c? 


‘7 = B,ona 


En substituant ces valeurs dans ]'équation de l’ellipse, 
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ze sous la forme 


6)» 


a, pour I’équation de la développée, 


La courbe représentée par cette équation est symé- 
Fig. 42. trique par rapport aux axes 
de l'ellipse, comme, du 
reste, on pouvait le pré- 
yoir. Pour y= 0, ona 


gabaatS, 
a 


ce qui donne deux pointsG, 
G', situés sur l’axe des x 
sre les foyers. On obtiendra de méme les points H, H’, 
la développée rencontre l’axe des y. 

En différentiant l’équation («) deux fois de suite, on a 





1 
“a 


eV Fag n\ Fdn_ 
(i) E+) Fa 














af a4 ot 
rk) der (a\ dat | (n\ Pd’ 
3 (4) 7 3(3) B + (3) BT? 
la on tire 
§ 4, n 4, dn 
ay_ (i) #+(3) 5 (%) 
ae -¥ . 


a . A . . 
or e est de méme signe que le dénominateur, puisque 


numérateur est positif, Par suite, cette dérivée a le 
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méme signe que 7. Donc la courbe tourne partout sa 
convexité vers l’axe des x. 

On a ensuite 


cette dérivée étant nulle pour 7 = 0 et infinie pour — =o, 
on en conclut que les axes sont tangents a la courbe aux 
points G, G’, H et H’, qui, 4 cause de la symétrie de la 
figure, doivent étre des points de rebroussement. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ HY PERBOLE~ 


246. Le rayon de courbure et la développée de l’hy- 
perbole peuvent se déduire de ce qui précéde en chan~ 
geant 6? en — 5*, On a ainsi pour le rayon de courbure 


3 
( b¢.x? + a‘ y?)? 
p= OT” 


et, pour I’équation de la développée, 


c c? 
en posant c* = a* + 6°, —=Aet> =B. 


b 
La développée de hyperbole se compose de deux 
Fig. 43. branches infinies HGK, 


H’G'K’, symétriques par 
rapport aux deux axes; elle 
a deux points de rebrousse- 
mentG etG’ situés sur l’axe 
transverse au dela des foyers 
par rapport au centre, et 
elle tourne partout sa con- 





vexité vers l’axe transverse. 
Srunu. —- An., I. 16 
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ENVELOPPB D'UNE COURBE MOBILE. 


Quand une courbe se meut sur un plan, en chan- 
> forme suivant ane loi déterminée, en général 
‘he constamment une courbe fixe qu'on nomme 
sloppe. On peut supposer que la courbe mobile 
fsentée par une équation 

F(z, y, ¢)=0, 


uelle c est un paramétre que l'on fait varier d’une 
continue, Si l’on donne a ce paramétre deux va- 
ecessives c et c-+ Ac, les courbes représentées 
Squations 


F(4,y,¢)=0, F(z, y,¢-+Ac)=0, 
‘ront en un point (x, y), pour lequel on aura 
F(z, y, e+ Ac) — F(z, y,c)=0, 
suite, 


F(z, y,¢-+Ac)— 
ae 





: diminue indéfiniment, les coordonnées du point 
ji ne cessent pas de satisfaire aux équations (1) 
érifieront, a la limite, les équations 
F(z, y,c)=0, Boo. 

endra donc le point limite M de I’intersection de 
ne (1) et de la courbe infiniment voisine, en résol- 
équations (3). Si maintenant on élimine c entre 
ations, on aura le lieu des points M, c’est-a-dire le 
intersections successives des courbes représentées 
uation (1). 

s que ce lieu est l’enveloppe cherchée. En effet, 
urbe A représentée par !’équation (1) est coupée 
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par celle qui la précéde, B, et par celle qui la suit, C, en 
deux points qui finissent par se confondre. La droite qui 
joint ces deux points tend donc 4 devenir tangente 4 la 
courbe A. Elle tend d’ailleurs évidemment a devenir 
tangente au lieu des intersections successives. Donc ce 
lieu est tangent 4 toutes les courbes représentées par 
Péquation (1). 


EXERCICES. 
1. Développée de la courbe 
3ay7= ar’, 


SoLvurion. 
81 ay? = 16 (2a + /a?— bax)’ (+ a? — baz —a). 
2. Développée de la courbe 


SoLUTION. 
2 2 
3 — a a’, 


(2-+y)'+ (x —y) 


3. Eneeloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les 
mémes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est con- 
stante, 

SOLUTION. 

2 


2 2 
a +y= kK, 


On trouve le méme lieu quand on cherche l’enveloppe d’une droite 
de longueur constante (4), qui se meut en s’appuyant sur deux 
droites rectangulaires. 


6 et ee ee 


16. 
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VINGT ET UNIEME LECON. 
ETUDE PARTICULIERE DE LA CYCLOIDE. 


tion et équation de la courbe. — Tangente et normale. — Rayon du 
le osculateur. — Développée. — Longueur d’un are de cycloide. 





DEFINITION ET EQUATION DE LA CYCLOIDE. 


8. La cycloide est le Hieu des positions d’un point M 
é sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
finie Ax. 

‘enons pour axe des abscisses la droite Axx, pour ori- 
le point A, ot se trouve le point générateur M a 
sine du mouvement, et pour axe des ordonnées la 
endiculaire Ay. 

1 reconnail, & priori, que Yordonnée est maximum 


sint C, correspondant a l’abscisse AD = ; circ. OM; 


la courbe rencontre de nouveau l’axe des x en un 
Fig. 44. a point A’ dont l’abscisse 
est égale 4 la longueur 
de la circonférence gé- 
nératrice, et que la por- 
tion CA’ de la courbe est 
symétrique de l'arc CA 
par rapport 4 CD; en- 
suite qu’au dela du 
t A’, comme 4 gauche du point A, il existe une infi- 
d’arcs identiques 4 ACA’, 
aerchons maintenant |’équation de la courbe. Soient 
= x, MP = 7 les coordonnées d’un point M du lieu, 
=a et MOH =u; joignons MO et menons MI per- 
iculaire a GH. 
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D’aprés le mode méme de génération, !’arc de cercle MH 
est égal a la portion de droite AH. On a 


« — AH — PH = arceMH — MI = au — asinu=a(u —sinu), 


Jy = OH — 10 = a — acosu=a(1— cosu). 


I] ne s’agit donc plus, pour avoir l’équation de la cy- 
cloide, que d’éliminer u entre les deux équations 


(1) z—a(u—sinz), 
(2) y =a(1— cosu). 
Or la derniére donne 


a— a—y” 
x ou &== arc COs < 








cos 4a = ; 


a 
dot 
V2ay — y? 
a e 


sinu == + 


Portant ces valeurs dans l’équation (1), on a l’équation 
de la cycloide, 


‘ 


(3) 2 = aare cos —— 2ay — y?. 





Pour expliquer le double signe du radical ou de sinu, 
on remarque que si le point M est sur l’arc AC, on a 
u<( 7 et sinu> o., Mais si le point M était sur Pare CA’, 
on aurait u>>7 et sinu<_o. Donc le signe supérieur 
convient a l’arc AC, et le signe inférieur a Varc CA’. 


TANGENTE ET NORMALE. 


. @ ©. gemmy : P 
249, Pour obtenir =< on pourrait différentier Péqua- 


tion (3), mais il est plus simple de différentier les équa- 
tions (1) et (2), dans lesquelles x et y sont fonctions de 
la variable indépendante uw, ce qui donne 

dx = adu(1— cosu) = ydu, 


dy = adusinu = du V2ay — y?. 
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Divisant membre 4 membre, il vient 


dy _yaay—y 
dz x 


. d 
La sous-normale au point M ayant pour valeur a, 


on voit qu'elle est égale 4 Y2ay — y*. Or 


y2ay — yi= Vy(2a— 7) = VIN XIG=MI ou PH. 
Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, 
perpendiculaire 4 MH, est la tangente en ce point. 

De la résulte un moyen trés-simple de mener une tan- 
gente a la cycloide par un point M de cette courbe. Sup- 
posons le cercle CmD décrit sur l’ordonnée maximum 
comme diamétre; menons Mm paralléle 4 Ax : une 
paralléle 4 Cm, menée par le point M, sera la tangente 
cherchée. 


250. La longueur de la normale, au point M, a pour 
expression 


yid 2 ; 
r+ 2 =r +2ay—y’*=V2a e 


Or GH = 2a, IH = y. Cette longueur est done moyenne 
proportionnelle entre IH et GH; c’est donc la ligne MH 
elle-méme. 


RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. 





251. Ona 
dy V2ay—y" _ 20 
de a VO” 
donc 
ay? _ 2a, 
dz? oy 4 
d’ou 
dy d*y 2ad 
2—- 
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ou 
d*y a 
dxt =i? 


diy 
dx? 
connue du rayon de courbure, on trouve 


(2 3 
»_\r/) _ Say. 
= 5 





e a e 
Substituant ces valeurs de os et de dans l’expression 


— 7? 


yx’ 


done p==2)2ay. 


Mais 
V2ay = /GH < IH = MB, 


donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque 
d’ailleurs MH est la normale au point M, on aura le 
centre de courbure en prenant sur la direction de MH 


un point N tel que MN = 2 MH. 


DEVELOPPEE DE LA CYCLOIDE. 


252. Ce résultat donne trés-simplement la développée 
de la cycloide. 

Soit HNL un cercle égal au cercle OM, tangent au 
point H a l’axe Ax, au-dessous de cette droite; menons 
LE paralléle 4 Ax, et prolongeons le diamétre CD jus- 
qu’a sa rencontre en E avec LE; les arcs MH et NH étant 


égaux, On a 
arc NH — AH; 


d’ailleurs 
arcHNL — AD. 


Donec . 
arcNL — AD — AH = DH = LE. 


Ainsi la développée de la cycloide est engendrée par 
le mouvement d'un point N placé sur la circonférence 
d’un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une paralléle LE 4 Ax, au-dessous de cette droite, et a 
une distance de celle-ci égale au diamétre du cercle mo- 


, 
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bile. Cette développée est donc une cycloide égale a Ja 
premiére. 

On peut d’ailleurs Je démontrer sans connaitre la lon- 
gueur du rayon de courbure. En effet, de méme que MG 
est tangente 4 AMC en M, NH ou MN est la tangente en 
N ala cycloide ANE. Donc cette derniére courbe est le 
lieu des intersections successives des normales consécu- 
tives ala cycloide ACA’, et par conséquent elle en est la 
développée. 


253. On retrouve le méme résultat par le calcul. 


Ona 


dy /2a ; d*y _—s a 
dx Vy 9 dx?™ yy? 


Substituons ces valeurs dans les équations 


dy? d?y __ 
Ito ts )7 = ’ 
dy 
z—§+(y—x)7-=0 


La premiére équation donne 


2 . 

> Tra G=0 ouhien 2ay —a(y—n)=0, 
ou enfin 
(1) y=—n. 


On tire de la seconde équation 
2a 
2—F+(y—a)(/——1=0, 
J 
ou, en remplagant y par sa valeur et transposant, 
2a 
e=t+an\/— 2-4, 


ou enfin, en faisant passer n sous le radical, dont Je signe 


I S05 00 a ~~ 
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deit étre changé puisque 7 est négatif, 


(2) z= EF — 2 ¥— 2an — vn’. 
Substituant les valeurs (1) et (2) dans l’équation de la 
cycloide, 


(3) x = aare cos > — /nay — 7’, 





on a, pour l’équation de la développée, 


(4) . k= aarc cos“ ~ ” + /— 2an — v2. 


Supposons maintenant qu’on prenne pour axes les 
droites Ex’ et Ey’; nommons z’ et y’ les nouvelles coor- 
Fig. 45. données d’un point quelconque 

N de la développée: puisque 





AD=nxa, DE=2a, 
+ on aura 


E— AD — DI=xra—vz’, 
1=-NR—IR= y’ — 2a. 





Substituant ces valeurs de & et de » dans l’équation (4), 
Péquation de la développée par rapport aux nouveaux 
axes devient 


ya 1 
na — x2’ = aarccos a + 2ay7’ — yx”, 





ou bien 


A —_—— 
az'’=a ( x —arceos” 7 *) — aay’ — y”, 





ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co- 
sinus égaux et de signes contraires, 





—a— / SS 
x’ = a arc cos (* 7 — Vaay'— yx". 


Cette équation, comparée 4 |équation (3), montre que 


. 
t 
4 
‘ 
( 
Fi 
i 
fo 
I. 
a 
Bh. 
ia 
.. 
iy 
a 
Fr. 
} 
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la développée de la cycloide est une cycloide égale, placée 


par rapport aux axes Ex’, Ey’, comme la proposée par 


rapport aux axes primitifs. 


LONGUEUR DUN ARC DE CYCLOIDE. 


254. La ligne MN, double de HN, est le rayon de cour- 
bure correspondant au point M de la cycloide dévelop- 
pante, ou la tangente menée par Je point N a la cycloide 
ANE développée de la premiére. De plus, au point A, le 
rayon de courbure est nul puisque la normale MH devient 
nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée 
est égal a la différence des rayons de courbure extrémes, 


ona 
arcAN — MN = 2NH. 


En revenant a Ja cycloide proposée, on peut dire que l’arc 
CM est égal 4 2MG. 

Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor- 
données de son extrémité, 


On a 
arcCM = 2MG = 2//24.MQ, 


ou bien, puisque MQ = 2a— y, 
arcCM = 2 V4a?— 2ay. 


255. On peut encore parvenir 4 ce résultat par le 
calcul. 

En effet, soit CM = s un arc compté a partir du som- 
met C; on aura 





Or on a 
dx y 
“y aay — 7? 
donc 
ds =k dy 22 e 
y2a—y 
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Mais l’arc CM diminue lorsque y augmente; on doit done 
prendre le signe —, et écrire 


=_— _V2@ _ 2yY¥2a€VY2a— 
ds = dy aa—y d ( y2aV2a—y), 


s=2V2aV2a—y+C, 


donc 


ou 
s=2V4a'— 2ay +C. 


Cest une constante que l’on détermine en faisant y = 2a, 
cequi donne s =0, et, par suite, C=o0. Ona donc, comme 
plus haut, 

arc CM = 2 4a’? — 2ay. 


256. Si l’on suppose y = 0, on aura 


arc CA = 4a, 


ct, par suite, 
arc ACA’ = 8a. 


Ainsi l’are entier de la cycloide est égal & quatre fois 
le diamétre du cercle générateur. 


EXERCICES. 


4. Quand une courbe plane C roule sans glisser sur une autre 
courbe fixe C’, chaque point du plan de la premiére décrit une 
courbe dont la normale passe a chaque instant par le point de con- 
tact de C et de C’. 


2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d’un 
mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi 
d’un mouvement uniforme et en ligne droite. 


3. Le lieu des points d’ot l'on peut mener & une cycloide deux 
tangentes formant un angle droit est une cycloide accourcie ( courbe 
du n° 2, quand Ja vitesse du centre est moindre que celle du point 
décrivant). 
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VINGT-DEUXIEME LECON. 
COURBURE DES COURBES PLANES. 


xpression du rayon de courbure quand Ja variable indépendante est 
quelconque. — Application aux coordonnées polaires. — Théorie do la 
courbure des courbes planes. — Identité du cercle de courbure et da 
cercle osculateur, — Applications. 





XPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDEPENDANTE EST QUELCONQUE. 


257. En prenant x pour variable indépendante, nous 
vons trouvé 


Supposons maintenant que x et y soient fonctions 
’une autre variable ¢, et cherchons, dans cette hypothése, 


expression de p. On sait (92) que 7 x conserve la méme 


dadty — dydiz 
de 





ay 
orme, et que => 2 doit étre remplacé par —— 


Jn aura done 





u bien 
. 2 
(dx? + dy?)* 
dedty —dyd'z 





5) 





xpression dans laquelle les différentielles de x et dey 
ont prises en regardant t comme variable indépendante. 
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Exempie. — La cycloide est représentée par l'ensemble 
des deux équations 
z=a(u—sinu), y=a(1—cosz). 


De 1a on déduit, en prenant u pour variable indépen- 


dante, 
dz=—a(t—cosu)du, d?x—asinudu’, 


dy =asinudu, d*y == acosudu’, 
Par conséquent, 

dz? +- dy* = (1 — 2 cosu + cos? + sin’ u )a*du’, 
ard? y — dy d*z = (cosu — cos’u — sin’u)a*du', 


ou 
dz* +- dy? — 2(1 — cosa) a*du?, 
dzd*? y — dy d*x = — (1 — cosu)a*du'. 
Par suite, 
ry 
3 (1— cosu)* a'du® 4 
Ty aaar = 20V3(1— cou)? 
Or, 
I— cos“ = J. 
a 
“Donc 


—_ yxy 
— —- =2 e 
p=aayay/2 2a 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


258. La formule (1) conduit 4 l’expression du rayon 

Fig. 46. de courbure au point M, en 
fonction des coordonnées po- 
Jaires de ce point. Pour cela, 
menons par le pdle deux axes 
rectangulaires Ox ct Oy. Soient 


zOA=2, OP=2z, MP=;3, 
OM=r, MOA=—86, 








Sa eee co he. 


. . q 
e gee eg . : 
“Mie Doar oe me Le 
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a 
a 
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) 
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on aura 
z=rcos(9—a), y=rsin(@—a), 


ou en posant, pour abréger, 9— a = 6’, 
x=reost’, y=rsind’. 
De la on tire, en observant que d’ = d6, 
dx = dr cos0! — rd0 sin6’, 
dy =arsind! + rd0cose’, 
d?z = d?rcosé! — 2 drd@ sind! — rd6*cos0’, 
d?y = d?rsin@ + 2drd0 cos’ — rdé*siné’. 
On aura donc 
dx? + dy?= dr* cos?! + r* sin? 6 d6? + dr? sin?6! +- r3c0s?0'd* 
= dr*(sin*&/ + cos?0") + r* d0*(sin®@” + cos*#’), 


et, toutes réductions faites, 


(2) dx? + dy? = dr? + r3d0, 
De méme, 
dedty —dyd'x 


= (drcos6’— rd@ sin 6’) (d?r sin 6! +- 2drd6 cos6’— rdé?sin6’) 
—(drsin 6! +rd9.cos6’) (d*rcos0! — 2drd0 sin 6’ — rd6*os6’) 
=d?r(drsin6’ cos’ — rd0sin*6’— drsin 6’ cos@’ — rd0cos'¢') 
+ 2.dr9(d0.cos*0'-+ d0sin?6!)-+ r*(sin?0 do! + cost@’d#), 
ou, en simplifiant, 
(3) dedty — dyd*x — 2dr'd0 — rdod*r + rd, 
Substituant les valeurs (2) et (3) dans la formule (1), on 
obtient 
3 
_ (drt + rao? 
P= gard —rd'rdd pride 
ou bien 


(4) 
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Ce résultat s’obtient d’ailleurs plus simplement en fai- 
sant coincider l’axe Ox avec OM. Il faut faire alors « = 6, 
etl’on a’ 
| dz=dr, dy=rdé, 


d?x = d'r—rd@, d*y = 2drdé. 
259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vec- 


teur r, sa valeur: inverse dans |’expression du rayon de 
courbure. Soit 


1 
r,= 9 
u 
ilen résulte 
d 2. 2 
dr— “ dir— 2du ud a 
u us 
Donc 
3 3 
(5+i5) r,t dui\’ 
_ u? ui dG? _ wv ui do? 
p= 1 2 dw ud?u—2du = 1 dtu ? 
u? ut dG uid? ue u® a 6? 
ou enfin 
( ae) 
d@? 
(5) P= a 





260. Exempres. 1° Courbes du second degré. L’équa- 
tion générale des courbes du second degré, rapportées a 
l'un des foyers et a l’axe focal, est 


P 1+ ecosé 
r= u “= ————-. 


I+ ecosé P 


On aura, dans ce cas, 


adu= — e sin@d6, eau — e cos 6d 6?, 
P P 
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et la formule (5) donnera 


:080)* 
fae + S sina 


Wee eroste (tees @ ) 
(ye cost (LEE — £ cose 
P P 


ou bicn 
# 


__. (1+ 2¢c088 + e*) 
P=P (i -ecose 





2° Spirale logarithmique : 
On tire de cette équation : 
dr dr 


= mae™? = — 
+ tela To 





Substituant ces valeurs dans la formule (4), on a 


(omy 
P(r-b im) 
pSryvitn 


Soient MK la normale et OK la sous-normale du point 
considéré, Le triangle rectangle 
KOM donne 


MK = (om + 0K" 
= (P+P tang OMK. 


Or, on a 







ou bien 


Fig. 47- 


ry 





tangOMK = col OMT = =, 


MK == ryt im =p. 
Ainsi l'extrémité K de la sous-normale est le centre de 


courbure. 
Pour trouver I’équation de la développée, prenons un 
nouvel axe polaire OB, incliné d'un angle « sur le pre- 


done 
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mier. K étant l'un quelconque des points du lieu, soient 
OK = r’ et KOB = 6’, on aura 


r = mr=-=mae™?; 


mais 6’ +- @ = 6+ = 5 donc l’équation de la développée 


sera 


rT 
mo! +-m(a—=) 
r' = mae af, 


ou bien 


g’ m(«—=) 
r’=ae™"? xX me 


Comme « est arbitraire, déterminons cette quantité 
de telle sorte que l’on ait 


ce qui donne 


T T lm 
Ilm+mla-— — =O, OU «=—=--—--—; 
‘ 2 2 m 


Péquation de la développée deviendra 


] 
r?'—ae™’, 


On voit que la développée est une spirale logarithmique 
égale 4 la premiére, mais différemment placée. 


DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. 


261. On doit considérer la courbure d’une circonfé- 
rence comme étant la méme en tous ses points, et d’au- 
tant plus grande que son rayon R est plus petit, ou que 


. I 
la valeur inverse Re plus grande. II est donc naturel de 


ij 
prendre 5% pour mesure de la courbure du cercle, 


On congoit mieux cette définition si l’on considére un 
Sturm. —- dn., I. 15 


A 
wo 
“a 
“4h 
x 
* 
-4 


: oR: 


co a es 
be AF Kee SOW mide? 





g. 
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le tangent 4 une droite en un point, et que l'on 
gne de plus en plus le centre sur la perpendiculaire 
tte droite en ce point. Le cercle mobile, dans une de 
positions, sera compris entre la droite fixe et le cercle 
sédent, et, par conséquent, il s’approchera dautant 
s de la droite que son rayon sera plus grand. 

oient MT et M'T’ deux tangentes a une circonférence 
dont le rayon MK est égal 4 R, 
et soit HIM’ =o. On aura 


Fig. 48. 


arc MM’ = Ro, 
puisque l’angle MKM’ est égal 
a HIM’; donc 


eo 
arcMM! 








a 
R 
insi la courbure d’un cercle est égale 4 l’angle de 


x tangentes divisé par l’arc compris entre les points 
contact, 


62. Considérons maintenant une courbe quelconque 
M’U. Cétant un point fixe pris sur cette courbe, soient 
=s, MM’ = As; <l’angle MT x, t’’angle M'T’z, 
aés par les tangentes MT et M’T’ avec Ox, et Ar la 
grence de ces angles, c’est--dire langle HIM’. 


ila courbe était une circonférence de cercle, = serait 

Fig. fg. sa courbure au point M, et ce 
rapport serait indépendant de 
As. Quand la courbe est quel- 
conque, le rapport =, qui va- 


rie avec As, est appelé Ia cour- 
bure moyenne de l’arc MM’, et 
Yon nomme rayon de courbure 
venne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes 
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menées aux extrémités d’un arc égal a As font entre elles 


loal 3 As 
un angle égal 4 Ar. Le rayon de ce cercle est —- 
At 

Supposons maintenant que le point M’ se rapproche 


. ‘ ° At 
indéfiniment du point M: le rapport a; convergera vers 


d e e ° 
9 qui sera dit la courbure de la courbe au point M. 


Concevons un cercle ayant la méme courbure, et soit p 
son rayon : on aura 


1 drt ou __ ds 
pas P= at 


Si on prend sur Ia partie intérieure de Ja normale une 
longueur MK = p, le cercle décrit du point K comme 
centre avec MK comme rayon sera le cercle de courbure, 
le rayon et le centre de ce cercle seront le rayon et le 
centre de courbure correspondant au point M. 

On appelle angle de contingence V angle dt formé par 
les tangentes menées aux extrémités d’un arc infiniment 
petit. On peut donc dire que /a courbure d’une courbe 
en un point est égale a l’angle de contingence divisé 
par la différentielle de Vare. 


IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


263. Le cercle de courbure est le méme que le cercle 
osculateur, déterminé par la théorie des contacts; en 


effet, on a 
dy? 
ds = dz I-+ —— 
\/ dz? 


dy 

d aa 
dr—d {are tang 4 = art 
1 


I7- 
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dore 





ou 


3 
or) 
_ (1+ dz? 


dy 
dz? 


3 


ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est 
égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le 
cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur. 


264. On peut démontrer ce théoréme par la géométrie. 
Soient MK et M’G ( fig. 49, p. 258) les normales en M et 
en M’ a la courbe donnée, G leur point d’intersection, 
et MK le rayon de courbure au point M. Joignons MM’; 
ona 

MG : MM’ = sinMM’G:sinG, 





d’ou 
MG = MM’ sin MM’ G, 
sin G 
ou bien 
MM’ G arc MM’ . ’ 
MG = arcMM’ sinG G < sin MM G. 


A la limite, quand le point M’ vient coincider avee M, 
la droite MM’ devient tangente : par suite l’angle MM’G 
devient droit, et son sinus a pour valeur |’unité. On a 


d’ailleurs 
f 
lim eM lim =I, 


arcMM’ rT As ds ; 





im 
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donc 
. ds 
lim MG — — = MK. 
dt 


Ainsi le centre de courbure K est l’intersection de deux 
normales infiniment vozsines : donc il se confond avec 
le centre du cercle osculateur; et, par suite, le rayon de 
courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur. 


265. Nous avons démontré l’identité du rayon de cour- 
bure et du rayon du cercle osculateur en déduisant la 
valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : nous 
pouvons parvenir au méme résultat en suivant une mar- 
che inverse, c’est-a-dire en déduisant la valeur du rayon 
de courbure de celle du rayon du cercle osculateur. 

En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est 


dy?\? d 
ow J e 
_( =) _ dy? dx 
(= -—pPy 1 Get dy? 
cl? dz? 
Or, | 
dy? —-——— 
de \/ 14+ 2 = array = ds, 
a. dy 
pi = (arc tang 4 = dt; 
It on 
donc, 
__ as 
0 ae 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


266. Pour obtenir l’expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires, nous partirons de la formule 


‘= 
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-%. soit u Vangle que la tangente au point M fait 


2 le rayon vecteur : on aura 





Fig. 50, tangp = mae, 
mais 
pore, 
done 
dr 
cot (r— 6) = 7a 
en déduit 








lode tdr\ dt . a [udr 
(F—8) a(3%)> ag tsi 8) 3 (3): 
s l’équation (1) donne 

1 


(hwy? 
r do 


14 (EE) d (dr 
dt 7 do do\r do 


sin?(t — 0) = 


2,4 7 
ds (r +i) 
Pa dr ’ 
r+ aa 





tule déja trouvée (n° 258). 
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267. Appliquons ce résultat a la spirale logarithmique 
r— @é 


Soient MO =r et MOL = @ les coordonnées polaires du 
point M. Ona 


_—_ dr? 
ds = Ydr? + rag? = dQ / 7+ 76. 


. dr 
ou bien, 4 cause de mrs 


ds = rd6V1 + m?. 
Maintenant on a, en posant l’angle OMT = 4, 
7 O-+ Bp. 


Fig. 51. Or, dans la spirale logarith- 
mique, p étant constant, puis- 


que tangy = —; on adt= dé. 


Par suite 
ds 
p = dt =r y it m, 


comme on I’a déja trouvé (n° 260, 2°). 





EXERCICES. 


Rayons de courbure des courbes suivantes : 


,__ (2a+32\ | 


4. 3ayr7= 22°, pe =——357 7 
2 Y=5 e+e ’ P= 
3 
5 + 4 c0s6)’ 
a’ 
4. r? = a’co0s2 4, p= 5 








. ’ 
. oe . 7 , 
+ we *-: . =: ers . . ° . 
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neat sibs win tats Siva ishs “ mth Pinte ead ets RY 2 a egy ot . at at foe 
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VINGT-TROISIEME LECON. 
DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 


aations dela tangente. — Angles de la tangente avec les axes des coor- 
lonnées. — Plan normal. — Différentielle d'un arc de courbe. — Limite 
lu rapport d'un are & sa corde. 








EQUATIONS DE LA TANGENTE. 


268. On appelle courbes 4 double courbure celles dont 

as les points ne sont pas dans un méme plan. 

Une courbe a double courbure est représentée, comme 
le sait, par deux équations 


AF (2) Js 2)=0, 
) 9(2) J 2) = 05 
i appartiennent a deux surfaces dont cette courbe est 
itersection, . 
On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des 
lindres paralléles aux axes, et alors la courbure est re- 
Ssentée par deux équations dont chacune ne renferme 
e deux variables. 


269. Pour obtenir les équations de la tangente menée a 

Fig. 52. une courbe par un pointM, nous 
chercherons d’abord les équa- 
tions d’une sécante MM’. Soient 
@, y, 2 les coordonnées du 
point M, et r+ Az, y+ Ay, 
2+ Az celles du point M’. Les 
équations dela sécante MM’ sont 














Az 
2) Zoe Si (X—2), 


Y, Z étant les coordcanées courantes. 
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Or, si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, 
la sécante MM’ devient 4 la limite tangente 4 la courbe 


had ° e A Az 
au point M, les coefficients angulaires ~ ey tendent 


dy dz 
vers — et —> et l'on a les équations de la tangente, 
dy dz 
(a) Y—y=7, (%—2): Z—z=—(X—2), 


°* 


d dz gc» 
ou — et — sont les dérivées de y et de z par rapport 
4x; en les divisant membre 4 membre, on a I’équation ° 


de la projection de la tangente sur le plan yz, 


La forme de ces équations montre que la projection 
de la tangente sur chaque plan coordonné est tangente 
4 la projection de Ja courbe sur ce plan, ce qui résulte 
dailleurs de ce qu'au moment ou le point M’ se réunit 
au point M, le point P’ se réunit au point P. 


dz 
270. Les coefficients différentiels ner s obtiennent 


dx 
par la différentiation des équations (1) et (2), qui donne 


df  aofdy df dz 

dz dy dx dz dx 

dg dgdy dqds 
(3+ 224+25 


(ct) 


e ; ? e d 
En tirant de ces deux équations les valeurs de — et 


dz . . . 
de az? et les substituant dans les équations (a), on aurait 


les équations de la tangente. Mais il revient au méme 
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Wéliminer % et % entre les quatre équations (@) et (a). 
dz dx 


Or, de (a) on tire 


dy Y—y ds Z—2 
dz X— 2 de X—=z 





Substituant ces valeurs dans les équations («), on a enfin 


Loe 








® Fix ca ” s)=0, 


Bix —2)+% 5 (r— n+2 2 (2 —2)=0. 


On obtient done les équations de la tangente en rempla- 
gant, dans les équations différentielles, 


les différentielles dx, dy et dz par les différences K —x, 
Y—y,Z—z. 


ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. 


271. Supposons maintenant que les axes soient rectan- 
zulaires, et nommons a, 6 et y les angles formés par la 
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz. 

Dans le trapéze MPP! M’, dont les cétés paralléles sont 
MP-=z et M/P’=z-+ Az, menons MH paralléle a PP’. 
Soit 7‘ angle MM'H, c’est-a-dire l’angle que la sécante 
MM? fait avec l’axe Oz. Le triangle rectangle MM’H 


jJonne 
cosy! = Oe Az 
7a ~ Vaz ay? az 
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Si z est la variable indépendante, on peut écrire 


Or, quand M’ vient se confondre avec le point M, la 
sécante devient tangente, 7’ devient y, et l’on a 


dz 
dt 
cosy = 9 
dz? dy? + dz? 
de de de 
ou bien 
. dz 
cosy = 
dz? + dy? +- dz? 


Si dz est > 0, c’est-a-dire si z croit avec la variable 


° vi e e 
indépendante ¢, on a cosy >o ety < =} Si, au contraire, 


dz cst <0, on a cosy <0 et y>s 


On trouve de méme cose et cos, de sorte que les 
trois angles cherchés sont donnés par les formules 





dr 
cos24 = OO 9 
dx? +- dy? + da? 
1 
(c) cos6 = ____*—" 
dz? 4+- dy? + dz? 
dz 
cosy == 


vdz?-+ dy?+ dz 


Si Parc infiniment petit MM’ est désigné par ds, on 
aura, comme nous le verrons bientdét (n° 275), 


ds = dz? + dy?+ dz’, 
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et les formules précédentes deviendront 
dz 


__ ax _¢ _ 
(a) cosa = 9 cos6 = 7» cosy = 7+ 


PLAN NORMAL. 


272. Le plan normal ala courbe CM est le plan per- 
pendiculaire a la tangente MT, mené par le point M. En 
aommant X, Y, Z les coordonnées courantes, |’équation 
Je ce plan sera de la forme 


A(X—2) +.B(¥—y)+6(Z—s) =o. 


Les équations de la tangente MT étant 





Y ya 2x 2) Z sa Six r), 


your que ‘le plan soit perpendiculaire a cette droite, il 
‘aut que l'on ait 
B_dy C_d 


A dz 


a de” 
:e qui donne pour I’équation du plan normal 


e) | (K—2)de+(Y—y)dy +(Z—2)dz=0. 








273. Voici un autre moyen d’obtenir cette équation. 
Soit N un point quelconque de ce plan; appelons X, 
{, Zses coordonnées, et a’, 6’, 7’, les angles que fait MN 








Fig. 53. avec les axes Ox, Oy, Oz. Ona 
08 @’ —* 
MN"? 
Y— 
cos! = ag” 
cosy’ = 2 
7="aN 





ii a, B, 7 sont les angles que fait la tangente MT avec 
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les axes, on a [ formules (d)] 


__ dx __ dy ; az 
cosa —= = cos B = =» cosy = 7, 


Or, 


cos TMN = cose cosa’ -+~ cos f cos’ 4- cosy cosy’. 


D’un autre cété, on doit avoir cos TMN = 0, puisque 
langle TMN est droit; ’équation du plan normal est 
donc 

Kosde  Yoyd Z—sde_, 
MN ds MN ds MN ds ? 


qui revient a |’équation (e). 


DIFFERENTIELLE DE LARC D'UNE COURBE A DOUBLE 
COURBURE. 


274. Prenons, d’une maniére arbitraire et en nombre 
quelconque, des points E, F,..., M, M’,..., sur l’are de 
Fig. 54. courbe CMD, etconsidérons 
le polygone gauche CEF... 
MM’...D, inscrit dans l’are 
CMD. Je dis que le péri- 
métre de ce polygone tend 
vers une limite déterminée 
quand ses sommets se rap- 
prochent tous indéfiniment 
les uns des autres, en méme temps que leur nombre aug- 
mente jusqu’a l’infini; aprés l’avoir démontré, nous 
‘conviendrons de prendre cette limite pour la fongueur 
de l'are CD. 
Soient donc x, y, z les coordonnées de l'un queleonque 
des sommets M, et x-+ Ax, y+ Ay, z-+ Az celles 
du sommet suivant M’; on a 


4y\? Az \? 
| —_ — _———_ e 
MM = ar ip AP = a2 \/ 1+ (32) + ($=) 








i" 
i“ 
te 
i 
, ® 
ae 
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Donc, si nous désignons par P le périmétre du polygone, 


P=)» | a2 V+ (==) '+ (*£)']. 


mz Az J 
Si Ax décroft jusqu’é 0, —— et — tendent vers — 


dz ) . 
et > et l’on peut écrire 


V+ (32) + (B)=V+ (2) + (2) +« 


a étant une fonction qui s’annule avec Ax. De la résulte 


P=) jas /: + (Zz) + (=) | +> (dz). 


Mais, d’aprés un principe démontré (n° 16), on a 


lim Y (ada) = 
; . dy dz \? 
lim P = lim} |= I+ (z) + (=) | 


Supposons maintenant que x soit la variable indépen~ 


donc 


dy dz dy dz \? | 
dante; alors qe? dp et +(Z zy -+- (=) ? pouvant 


étre regardés comme des fonctions de x, considérons, 
dans un systéme de coordonnées rectangulaires, la 
courbe ef, qui a pour équation 


d. 
v=\/1+ (£)'+ ($)° 


Soient Og = a, Oh = 4; on aura, en supposant que x 


_ 
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varie depuis a jusqu’a b, 


dy\? — (dz\? 
EI + \/+ (sz) + (=) |== (YAz). 
Or > (Y Ax) a pour limite Vaire 
efgh : donc la limite de P et 
laire efgh sont exprimeées par le 
méme nombre. C’est ce nombre 


qui représente la longueur de 


Parc CD. 


275. Soit maintenant areCM = s. Si Og = 2, on 
aura numériquement 





arc CM = aire emqg; 
par conséquent 
— ° __ dy\? dz \? 
a= a(sireomge) = as \/v+ (2) = (2) 
ou 


ds = dx? + dy? -+- dz’. 
LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC A SA GORDE. 


276. On conclut facilement de 1a, comme nous !’avons 
déja démontré pour les courbes planes, que /a kimite du 
rapport d’un are @ sa corde est (unite, En effet, soit 
Parc MM’/= As, ona 


As 
arcMM’ _ As _ Az 
MM’ Vaz? + Ay?+ a  / (32) (==) 
I-- —————e -- —_— 
Ax Ax 


Mais lenumérateur et ledénominateur du dernier membre 


os dy \? dz \? 
ont pour limite commune (/ 1+ |=) + (=) :donc 
dx az : 
arcMM’ | 


lim Saw = e 
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DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE 
COURBURE. 


‘quation du plan tangent.— Equations de la normale. —Degré del’équa- 
tion du plan tangent. — Problémes relatifs aux plans tangents. — Plan 
osculateur. — Angles du plan osculateur avec les plans coordonnés. 
—Normale principale. 





EQUATION DU PLAN TANGENT. 


277. Soit M (x, y, z) un point quelconque d’une sur- 
ace représentée par l’équation 
») F(#s 12) = 0% 
m peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes 
racées sur la surface. Toutes les tangentes a ces courbes 

Fig. 58. menées par le point M sont con- 
tenues dans un méme plan, que 
nous appellerons le plan tan- 
gent de la surface au point M. 
En effet, soit 

(2) 9(2, 71z)=0 
T’équation d’une nouvelle sur- 
face passant par le point M. 
intersection des surfaces (1) et (2) est une courbe CMD, 
ont la tangente MT au point M est, d’aprés ce que nous 
vons vu dans la Legon précédente, représentée par le 
ystéme des deux équations 





3) Za-a+fa-n+9 (Z—2)=0, 








0 Ba—a)+ 8-1 + Fe-2=0. 
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Or l’équation (3), considérée isolément, représente 
un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle 
que soit cette tangente, puisque |’équation de ce plan ne 
dépend nullement de la fonction 9. Donc toutes les tan- 
gentes menées a la surface (1), par le point M, sont conte- 


nues dans le plan (3), qui est le plan tangent 4 la svrface 


au point M. 


EQUATIONS DE LA NORMALE. 


278. La normale 4 la surface au point M est la per- 
pendiculaire menée par ce point au plan tangent. Cette 
droite, passant par le point M (x, y, z), aura deux équa- 
tions de la forme 


X —2z2-=-a(Z—2), 
Y—y = 6(Z—2). 


Pour déterminer a et 6, remarquons que cette droite 
est perpendiculaire au plan tangent dont |’équation est 


df df | df _ 
dz St (Yr) + a (4-2) =o, 


(4) > 


ce qui exige que !’on ait 


aa ttt p— FY 


~ dz’ dz’ dy dz 
De la il suit que les équations de la normale sont 


df _ of 
| F(x—2) =F (2-2), 


(9) df _ of 
Bir n= dy (4 —#) 





équations que l’on peut mettre sous la forme 
q q 


; X—r Y—yvy Z—2z 
" Fe 
ds dy dz 


Sturm. —- 4n., I. 18 
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In peut donner a I’équation du plan tangent et 
le la normale une autre forme. En regardant z 
ne fonction de x et de y, appelons p et q les dé- 
ttielles de z par rapport 4 x et Ay, c’est-a-dire 


ds da 
a aot 


férentiant l’équation 
F(t, y,2)=0 
ement par rapport 4 x, puis par rapport ay, ou 


yf, £, FF _ 
getge=o ZyUt gees 
tire 
4.4, £4, 
P az‘ az’ ay de 


l’équation du plan tangent (a) pourra se mettre 
orme 


p(X—#)+94(¥—y)— (Z—2)=0, 
e 
Z—2=p(X—2)+9q(Y—yJ), 


ations (b), qui représentent la normale, devien- 
cla substitution 


X—2+p(Z—2)=0, 
\y—pan@_ ae 


3i on nomme @, 8, 7 les angles que la normale 
les axes, on aura 





P » cosp 





4 > cosy = —" 
“G+ VP+ +t yP+ +t 
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DEGRE DE L’EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT 
AUX COORDONNEES DU POINT DE CONTACT. 


281. L’équation du plan tangent peut se mettre sous la 
forme 


ee ae 


Si l’équation de la surface est algébrique et du degré m, 


les dérivées £ o o sont des fonctions algébriques du 


degré m—1. Le premier membre sera donc une fonc- 
tion du degré m —1 des coordonnées du point de con- 
tact. Quant au second membre, il semble étre du degré 
m par rapport a ces coordonnées; mais on peut le réduire 
au degré m—r1, en tenant compte de |’équation de la 
surface. 

En effet, soit 


SF ( Ly Xy 2%) Uta t+ a+.. 


ureprésentant la somme des termes du degré m, u, celle 
des termes du degré m — 1, uy celle des termes du degré 
m— 2, et ainsi de suite: on a 
df du du, , du, 
dx dx dz dz 
af du du, + du, 


dy dy" dy dy"? 
df du du, dus 


dada "de de 
Si l’on multiplie ces équations respectivement par x, ¥ 
et z, et qu’on ajoute les résultats, on aura 


df PF du du du 
"aa +? ay dz \" dx Ty * dz 


( du, ot + , oe 
+ (oe +y > 


=) 
+ (ot ay Ms ) to 





“My, 
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d'aprés une propriété des fonctions homogénes 
(78), 


ef f 
a atta 

== mu +(m—1)u+(m—2)m+..+ 

= m(u +a, ++...) — uy — 2u,— 3u,— 





le point (x, y, z) étant sur la surface, on a 
UU yt... = 05 
T'équation a devient 


dy) d 
efor Eas uy — 20, — 3x 








en résulte que I’équation du plan tangent se réduit 4 


tf, 


atte? uy + 2u,+ 3u,+...==0, 





tion qui est du (m—1)*"* degré par rapport aux 
données du point de contact, 


PROBLEMES RELATIFS AU PLAN. TANGENT. 


12. Mener par un point (a, 6, c) un plan tangent 
e surface. On aura, pour déterminer les coordonnées 
» 2 du point de contact, les deux équations 


S (B17, 2)= 0, 
@ gf 4 
avy 


bat ta th 2uy+...9, 





ymme on a trois inconnues, le probléme est indéter- 
}, ce qu'il était facile de prévoir. L’ensemble des 
tions (1) et (2) représente le lieu des points de 
act. Les droites qui joignent le point (a, }, c) aux 
rents points de contact forment un cone circonscrit 4 
rface, dont on obtiendra I’équation en éliminant x, 


ooo we ~ + 
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y, 2 entre les équations (1), (2) et les suivantes : 


Xx —a Y— 6b Z—c 
(3) = = 


t—-a y—b z-—€e 








qui représentent l’une quelconque des génératrices. 

Sila surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe 
de contact sera plane, car l’équation (2), qui est satisfaite 
par les coordonnées des points de contact, est alors du 
premier degré, et représente un plan. 


283. Mener un plan tangent 4 une surface et paral- 
léle 4 une droite donnée. Soient 


X=—aZ, Y=bZ 


les équations de la droite donnée : i] faut qu'un plan 
mené par |’origine et paralléle au plan tangent, plan 
dont l’équation est 


(4) fart 


Cette équation représente une surface qui passe par 
tous les points de contact, et avec ]’équation (1) elle con- 
stitue Ja courbe de contact du cylindre circonscrit dont 
les génératrices sont paralléles 4 la droite donnée. 

Si P’équation (1) est algébrique et du m'*” degré, I’é- 
quation (4) sera du (m—1)*™* degré, Donec Ja courbe de 
contact d’un cylindre circonscrit 4 une surface du second 
degré est plane. | 

On aura |’équation du cylindre circonscrit en élimi-. 
nant x, y, z entre les équations (1), (4) et les suivantes . 


X—sx=a(Z—2z), Y—y=b(Z—3), 


qui représentent une droite paralléle a Ja direction don- 
hee et passant par un point de la courbe de contact. 
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PLAN OSCULATEUR. 


284. Soit CML une courbe quelconque dans I’espace. 
Soient M et M’ deux points assez rapprochés sur cette 
courbe. La tangente MT 4a Ja courbe au point M et le 
point M’ déterminent un plan. On appelle plan oscula- 
teur la limite du plan MTM’, quand le point M’ vient se 
confondre avec le point M. 

On peut encore dire que le plan osculateur au point Ia 
est le plan qui passe par le point 
M et par les deux points m et 
M’ voisins du point M sur la 
courbe, quand ces deux derniers 
points viennent se confondre 
z avec M. Cette définition s’ac- 

corde avec la premiére, puisque 
la ligne Mm tend a devenir tan- 
gente au point M lorsque les trois points se rapprochent. 





285. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont 
les coordonnées sont x, y, z, devant passer par ce point, 
aura une équation de la forme 


(1) A(X —2z)+B(Y¥Y—y)+C(Z—2z)=0. 


D’ailleurs les équations de la tangente sont 


dy dz 
(2) Y¥-yo7z(%—--2), Z— z= — (K— 2). 


Comme cette droite doit étre tout entiére dans le plan 
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X — x), 
| yy 
A(X — 2) +B (X— 2) +oF(k—2)= O, 
ou bien 
(3) Adz + Bdy + Cdz=—o. 
Soient maintenant x-+ Az, y+ Ay, z+ Az les 
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coordonnées du point M’ : en substituant ces coordon- 
nées dans |’équation (1) a la place de X, Y, Z, on aura 


(4) Adz -+BAy +CAz=o. 


Or on peut considérer x, y, z comme des fonctions 
d’une certaine variable indépendante f, et si a, 6, 7 dési- 
gnent des quantités qui s évanouissent avec Af, on aura 


d. At? /d? 
ham At + (Ge +e), 





dt dt? 

dy d?y 
vos (ae +6); 

dz t? [dz 
bear (3 +1); 


Par suite l’équation (4) devient 
ax t? fda 
‘G+ iors) 
dy d*y 
+B Zac+ ao (Sz +8) 


C “dz Ag At? az —o 
+ dt + Ta dt? 1) | =% 


ou bien, 4 cause de l’équation (3), et en divisant les deux 





I 
membres par — At?, 
2 


Pax d*y dz 
a(Se+ a) +B (Sr +6) + 0(F +7) =0 
A la limite, a, 6, y s’évanouissent, et alors, en multi- 
pliant les deux membres par dt*, on a 


(5) Ad'*x + Bd*y + Cd?z 0, 
équation qui, rjomte a Péquation (3), serviraa déterminer 


B 
les rapports = © - Eliminant B entre ces deux équations, 
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il vient 
A (dxd*y — dyd?x) + C(dzd*y — dyd*z)=0, 

d’ou |’on tire 
A dyd’*z — dzd’y 
C  dad*y —dyd'z 

On aura de méme 
B= dzd*x — dxd?z 
CG” daxd*y — dyd?x 

L’un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai 
C= dzrd*y — dyd'’z, 

d’ou 

A= dyd*z—dzd’y, B= dzd?xz— dzrd?’z, 
et l’on aura enfin, pour équation du plan osculateur, 


(dyd?z — dzd?y) (X — x) 
(6) + (dzd?x — dxd?z) (Y — y) 
+ (dzd*y — dyd*x) (Z — z) = 0. 
Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette 
équation; on écrit les fractions 


dx dy ads dx 
a?z ary” d*z dix’ 
et lon retranche chacune de ces fractions de Ja précé- 


dente: les numérateurs de ces différences sont respecti- 
vement les coefficients de Z — z, X— x, Y —y. 


ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNES., 


286. Soient A, p et v les angles que fait avec les axes 
Ox, Oy, Oz, une perpendiculaire MP au plan oscula- 
teur, angles respectivement égaux & ceux que ce dernier 
plan forme avec les plans yz, xzetry.Ona _ 


(a) cos A = A COS p == B cosy = C 
D D D 
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en posant 
D? = A?+ B+ C?, 

c’est-a-dire 
; D?= (dyd?z — dzd?y)? + (ded*x — dzdiz) 
(™) + (dad*y — dyd* x), 

287, La valeur de D? peut étre mise sous d'autres for- 
mes : posons, pour abréger, 

dx=a, dy=b, dze=c, 
@x—a’, dy—b'’, dz=e', 
on aura 
D? = (bc’ — cb’)? + (ca! — ac’ )?+- (ab’ — ba’), 

ou | 

D? = (a?-+- b? +c’) (a+ b’? +4- ¢'2) — (aa’ + bb’ +-cc’)’. 
Or, en appelant ds la différentielle de Pare qui aboutit 
au point M, ona 

ds’ = dz? +- dy? + d? = a? + b?+-e’, 
ce qui donne, en différentiant par rapport a la variable 
indépendante ¢, et divisant par 2, 
dsd?s = dad? x +- dyd*y +. dzd?z = aa’ +- bb! + ce’; 
il vient donc 
D? = ds*[(d? x)? + (dy)? + (d?z)?— (d*s)*], 

ou enfin 
(2) D = ds yd? x)? + (d?y)?+ (d?z)?—(d’s)?. 


On peut encore écrire 


D=y (dsd? x — daxd’s)?+- (dsd*y — dyd*s)?-+- (dsd?2— dzd?s)?, 


ce qu'on vérifie en développant, ou bien 


,dx\? dy\? dz\2 
(p) paul “a (% + ‘a 
_ ds ds ds / 
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante est 
p 
quelconque. 


NORMALE PHRINCIPALE. 


288. On appelle normale principale celle qui est situéc 
dans le plan osculateur. 

Cette droite doit étre perpendiculaire 4 la tangente MT 
et a la normale MP. Or de l’identité 


dx \? dy\? dz — 
ds +(Z ds) "9 


dz _dz 
is dp 


on déduit 


dz ,dx dy ,dy 
) ds as + as fag * 
D’autre part, l’équation 
Ad’?z-+ Bd’y + Cd?z=0 


peut s’écrire ainsi : 


dz dy dz 


Les équations (1) et (2) montrent que la droite qui fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion— 
nels a 


ax dy dz 
d—) d 7? d— 


est perpendiculaire a la tangente MT et 4 la normale MP; 
e’est donc la droite cherchée. 
I] résulte de 1a que les équations de la normale princi - 
pale sont 
X—xrx Y¥— Z—z 
(3) ae = ae — a 
ds ds ds 
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EXERCICES. 


4. Une courbe tracée sur la surface d’un céne droit a pour pro- 
jection orthogonale, sur un plan perpendiculaire a laxe du c6ne, 
une spirale logarithmique, r = e™®, dont ce sommet est le p6le. On 
demande les équations de la tangente a cette courbe et l’équation 
de son plan normal en un point donne. Prouver que cette courbe 
coupe toutes les arétes du céne soussun angle constant. 


SoLuTion. — L’angle du céne étant a, la tangente a la courbe fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont 


mcos§ — sin®@ m sin@ +039 m cota 


—————) <a ———____—_—* 
m? Th m 
I — I I — 
\/ + Sin? \/ + Ginta \/ + ginéa 


La tangente fait avec l’aréte du céne un angle dont la cotangente est 





m ; . 
Sinz L’équation du plan normal est 


(X — x) (mx — yy) +(Y—y) (my +2)+(Z— 2) mz= o. 


2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r 
dun quelconque de ses points M a un point fixe O, Vangle 4 que 
fe rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Ox, et l'angle 9 que 
le plan MOz fait avec un plan fixe xOy =: trouver la différentielle 
de son arc en fonction des quantités r, 6 et » et de leurs différen- 
tielles, 


So.urion. 
ds = dr? + 7d? r*sin’pdg’. 
3. Trouver U’équation du lieu des normales & la surface 
ay? = z* (6? — 27) 
menées par tous les points de la droite 
z=k, ay=afh— PP, 

qui est tout entiére sur la surface. 

SOLUTION. — Le paraboloide hyperbolique 

ak (az + fb'— #) (2 Yb? — F— ay) 
+ (a?-+ Bb? — #)? /b?— #(z—k) =0. 





Me ce 








VINGT-CINQUIEME LECON. 
COURBURE DES LIGNES DANS L'ESPACE. — HELICE. 


vurbure des lignes dans l'espace. — Cercle osculateur. — Rayon de tor- 
sion ou de seconde courbure. — Equation de l"hélice. — Tangente. — 
Rayon et centre de courbure. — Lieu des centres de courbure. — Plan 
osculateur et angle de torsion. 





COURBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE. 


289. On nomme angle de contingence, dans une 
Fig. 58. courhe gauche, comme dans 
une courbe plane, l’angle 

—<T que font entre elles les deux 
tangentes menées aux extré- 
mités d’un arc MM'= As, 

= quidevientinfiniment petit; 
et courbure au point M, la 





: o oe 
mite vers laquelle tend Je rapport —~s quand As dimi- 
ae indéfiniment. Cette limite est représentée par oa 


* ds . 

inverse de la courbure, ou —; est dit le rayon de cour- 
o 

«re au point M. Nous le désignerons par p. 


290. Pour évaluer #, menons par le point O Ics droites 
N et ON’ égales a l’unité de longueur et respectivement 
iralléles aux tangentes MT et M’T’. Soient 


a. d 
-_@ YY, oa 


scosinus des angles que MT ow ON fait avec les axes, 
1, ce qui revient au méme, les coordonnées du point N; 
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soient a’, b', c' lescoordonnées du point N’, L'angle NON’ 
sera égal & w, et l'on aura | 


NN’ = 2 ON sin - wo = (a! — a)? + (1 Ce yy 
ou, puisque ON = 1, 
2 sin ~ ® == Jaa? + Ab?-+ Act. 
En passant 4 la limite et remplacant le sinus de l’angle 
~ 0 par cet angle lui-méme, on aura 
w == Vda? + db?+ de’, 


d’ou : 
I da? db? de? 


—_——ee ——_ on 
wee 


G) 
- ds p ~ ds? Ws ast! 


on aura donc, en remplacaut a, 6, ¢ par leurs valeurs, 


/ da\ ? dy \? dz\ + 

—_- 7 d— 

1 \ qd ds + ds . ds 
p ~ ds ds _ ds ? 


quelle que soit la variable indépendante. 





291. A cause de la formule (p) du n° 287, on peut 
écrire 
ds? 
P= Dp" 
En prenant deux des formes que l’on a trouvées pour D 
4 lendroit cité, on a encore 


ds? 
oo 273 
ds? 


P= 


O V(dy d'e—ded?y)4(dad?x—dz d's) (dudiy—dy diaz) 


292. La normale principale MN fait avec les axes des 


’ 
--n-k-—. 
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angles /, m, n dont les cosinus sont proportionnels a 


dx dy d dz 





45% ds as. 
“ds ds’ ds’ 
on en conclut 
ae dy au 
cos/==p——»5 cosm—= ds cosn =p —. 
ds ds 


Or les équations de la normale MN sont 
X—az=—Rcosl, Y—y=—Rcosm, Z—z2=—RKReosa, 


R étant la distance du point M a un point quelconque 
(X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en rempla- 
gant cos/, cosm, cos par les valeurs que nous venons 
de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante : 





5 s 
(a) X—x=Rp as Y y=Re- > Z—z=Rp—— 


CERCLE OSCULATEUR. 


293. Si, par le milieu de la corde MM’, on méne un 
Fig. 59. plan perpendiculaire a cette 
corde et qui coupe la normale 
principale MN au point G, ce 
point sera le centre d’un cercle 
passant par les deux points M 
et M’, Sile point M’ serapproche 
du point M, le plan NMM’ ten- 
dra 4 se confondre avec le plan osculateur TMN, et le 
cercle deviendra 4 la limite ce qu’on nomme le cercle 
osculateur la courbe au point M. 
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au 
rayon de courbure en ce point. 





a. 
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En effet, l’équation du plan perpendiculaire mené a 
la corde MM’ par son milieu est 


Ag (x—2— = 42) + Ay (x-y— - ay) 
+ Ay (z—2— 5 az) =O, 
ou 
(X—2)de+(Y¥—y) by +(Z—2)As= ~ (Aart ay? + S27). 


Si l'on élimine X — x, Y—y, Z — z entre cette équa- 
tion et celles de Ja normale (a), on aura 


att dy ae 
Re 8 ye Say 4 “Baz =~ (Ax?-+ Ay? ++ Az’); 
ds ds ds 2 


mais si l’on regarde x, y et z comme des fonctions de s, 
ona 








dx 
a A x As? ds 
rm AS — — a 
5a 2 ds ? 
dy 
ly —s As? ds 
Ay =As— — -6§ 
y AST + 2 ds ql , 
dz 
n As dz +. As? ds + 
2—=As — — | —— 
ds 2\ a '/? 


é; . 
a, 6, 7 étant des quantités qui s évanouissent avec As. 
Substituant ces valeurs dans l’équation précédente, et 
supprimant les termes qui contiennent As en facteur, 
termes dont la somme est nulle, onmaura 


dx? dy? dz\? dx 
R \(¢ ds (“a (< ds 2 d ds | _— Av+Ay+A2? 
Nas J tN a J Nae] as ey As? 
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et en passant a la limite, 


ex 4 x<limR =1 
P 
ou 
limR =p. 

Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est 
égal au rayon de courbure en ce point. C’est pourquoi 
le point K, limite du point G, sera dit indifféremmentle 
centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 


294. On prouve d’une maniére semblable que l’inter- 
section de la normale principale MN avec le plan normal 
& la courbe passant par le point M’est encore, a la limite, 
le point K ou le centre de courbure. 

En effet, l’équation de ce plan normal est 


dz dz ‘dy dy’ 
(G+93) (K-a—aa)+(Z +42) (y—y—ay) 


dz 


dz’ 
+ (¢ +a) (Z—z—Az)=0. 


En remplagant X— x, Y — y, Z— z par leurs valeurs 
tirées des équations (a) de la normale principale, 














da 
ae t G 
(a)X—2=Rp, Y—-y=Rp ty Za Re 
on aura 
de dy ds 
ae oy de 
nel 2 (42 tt a ty 4d 4h #.4)| 
PL oa Vas 8a) tar \as hae) + ae \as as, 
_ de dy. ds dz ay ds 
bat thy ast tac aS + aya + aay 


Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des 
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remarques suivantes. D’abord on a 


dx ,dx dy ,dy dz dz 
—d— — d— 
ds ds os ds ads ds ‘ds ds 


=0, 


et il reste, en divisant par As, 
dx dx dy dy dz . dz 
ds ds de As aor Aas 


' R — —— + + — 
P ds As ds As ds As 











Ardx Aydy are oe dx Ay dy Az. dz 


is da asds Asds ds as ds 


Si l’on observe que 








dx\? dy\2 dz\ 3 

d — — d— 
ds d ds ds __ it 
ds + ds ds _ p . 


e e e I e 
la limite du premier membre sera — lim R. 
P 


D’ailleurs Ja limite du second membre est 


dx\? dy _ dz\? ou 1 
ds) * \as ad) 
On aura donc 


lim = 1 ou limR=p, 


ce qu’il fallait prouver. 


289 


295. D’aprés cela, on peut regarder le centre de cour- 
bure au point M comme étant !’intersection du plan oscu- 
‘ lateur en M avec deux plans normaux, |’un mené par le 

point M et l'autre par un point infiniment voisin. 
. Pour obtenir les coordonnées —, n et & du centre de 
courbure K, il faudra, dans les équations de la normale 





dx dy 
1 ds 
X—2rz=Rp i? Y y=Rep— Z—%z=Rp—_., 
Sturm. — An., I 
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remplacer X, Y, Z par &, n, €. En observant que R de- 


vient alors égal 4 p, on aura 


gz dy au 
c—2z=p ds pe gay 
SP Ge? PS? —~ Os 





? 


équations qui donneront &, n et ¢ en fonction des coor- 
données du point M. 


ANGLE DE ‘TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE. 


296. Soient a, 6, c les cosinus des angles que fait avec 
les axes la‘perpendiculaire au plan osculateur en M. Si 
Yon appelle ® langle de ce plan et du plan osculateur 
voisin, on aura, comme au n° 290, 


a | 
2 sin 3 o = y4a?+- A6? + Ac’. 


Si l’on passe a la limite, et qu’on appelle 9 ce que de- 
vient ®, c’est-a-dire langle de deux plans osculateurs 
infiniment voisins, on a 


= (da? + db? +- de’ 


9 == yd cosh)? + (d cos 2)? + (d cosy)’, 
A, » ety étant Jes angles que fait avec les axes Ox, Oy 


et Oz la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
relatif au point M. On a dailleurs 


ou, 


dy d?z — dzd*y 


cos 4 = 9 


D 
__ dad" x —dxd’z 
cos p = D ’ 
dzd*y—dyd'z 


297. L’angle infiniment petit 9, formé par deux plans 
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osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et 
lon appelle seconde courbure ou torsion le rapport de ¢ 
a ds. Si l’on prend ds constant, cette courbure sera pro- 
portionnelle a l’angle 9. 

Par analogie avec ce que l’on a fait pour la premiére 


, 9 I 
r te le rapport — par —> de sorte 
courbure, on représente pport — Pp -? que 


r= ds | et l'on appelle r le rayon de la deuxiéme cour- 


bure ou rayon de torsion. 


DEFINITION ET EQUATIONS DE L'HELICE. 


Fig. 60. 298. Lorsqu’onenroulele 
plan d’un angle cab=a sur 
un cylindre droit OABL, 
a base circulaire, de ma- 
niére que le cété ab vienne 
s’appliquer exactement sur 
la circonférence AB, la 
courbesuivantlaquelles’en- 
roule le cété ac se nomme 





une heélice. 


299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe 
par le point A, origine de l’hélice; pour axe des y une 
perpendiculaire 4 Ox menée dans le plan de Ja base par 
le centre, et enfin pour axe des z |’axe du cylindre. 

Soient x = Og, y =Pq, z = MP les coordonnées du 
point M. Nommons mm la tangente de l’angle a, u langle 
AOP, et R le rayon du cylindre; nous aurons 


(a) z=Rcosu, y=Rsinu, z=mRu, 


car 
2 == mp = pa tanga — arc AP < tange = mRu. 


L’élimination de u entre les équations (a) donnera 
19. 
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es équations de l’hélice, 


z . 8 
z= Reos 7a y=Rsin 553 


nais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec 
a variable auxiliaire u. 


TANGENTE A L’HELICE. 


300. Les cosinus des angles que la tangente MT au 
int M f 1 dz dy & 
voint M(x, y, 2) forme avec les axes sont 7 77 7 
Mais 
dz=—Rsinudu, dy=Reosude, ds=mRdu, 
ds=Ry1+ midu; 


mm a donc 


dz —sinu dy ___cosu— diz » 
, . . 
ds im a im ds Vent 














m 





di . 
La formule & = = sine montre que Za tan- 
ds 


1+ 

rente MT fait avec les génératrices un angle constant 
‘gal au complément de a, et, par suite, que l’angle 
welle fait avec le plan de la base du cylindre est ausst 
constant et égal 4 l’angle a. 


Ona 
dy cosu r 
dz sinu—_—sitanga’ 
dy . . . 
ww = est le coefficient angulaire de la droite PT, et 


dz 
angu est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont 
verpendiculaires entre elles ; donc !a projection de la tan- 
yente a I’hélice sur le plan xy est tangente au point P a 
a base du cylindre. 
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RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 


301. Le rayon de courbure au point M est donné par 
la formule 
2 
d az 2 dy 2 d dz 2 
ds ds ds 
ds) Va | Ve 


Or, des expressions trouvées au numéro précédent on 


déduit 


dx . dy dz 
d— d ; — 

ds COS ds sin Ts —o9 
ds Ss R(t+m)’ ds R(t+m) ds” ~ 


Par conséquent 
I 


cos’ “ +- sin’ 
. \/ R? (1 + m? P 
Ainsi le rayon de courbure a la méme valeur pour 
tous les points de l’heélice. 


—=— R(1 -+- m?), 


302. La normale principale 4 l’hélice au point M forme 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels 


dz d ad: . 4 . 
ad, dZ, d=, oubiena cosu, sinu eto. Donc cette 
ds ds ds 


droite est paralléle a OP, et, par suite, le rayon de cour- 
bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite 
MN, perpendiculaire 4 l’axe, et la tangente MT détermi- 
neront le plan osculateur, et si l’on prend NK = m*R, 
K sera Je centre de courbure de |"hélice pour le point M. 

Comme d’ailleurs le rayon de courbure a une valeur 
constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, 
il en résulte que /e lieu des centres de courbure de 
Uhélice est une autre hélice du méme pas, mais située 
en sens inverse. 
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VINGT-SIXIEME LECON. 
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


Points d’inflexion. — Points multiples. — Points de rebroussement. — 
Points isolés. — Points d’arrét. — Points anguleux. 


DEFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 
— POINTS D INFLEXION. 


306. On appelle points singuliers d'une courbe des 
points qui offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes des coordonnées. Dans ce qui suit il ne sera question 
que des courbes planes. 

Ayant déja parlé des points d’inflexion (n° 206), nous 


allons seulement en donner quelques exemples. _ 


307. Soit d’abord la sinusoide 
y= sine. 


Pour x= 0, et en général pour x= mn, m étant 
un nombre entier, on ay = 0; par conséquent, la courbe 
rencontre l’axe des x en une infinité de points, que l’on 
obtiendra en portant sur cet axe, a partir de lorigine 
et dans les deux sens, des longueurs égales a la demi-cir- 
conférence rectifiée. La courbe se compose d'une infinité 
de parties identiques, mais situées alternativement au- 
dessus et au-dessous de l’axe des x. Les ordonnées maxi- 


mum et minimum, égales 4 Punité en valeur absolue, 


5 


. un 3t 
correspondent aux abscisses Saat 
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De l’équation de la courbe on tire 





Fig. 61. - — cosz, 
ad? . 


La seconde dérivée 
s’annule et change de 
signe pour x == mn. Par conséquent, les points P, O, 
N,..., ou la courbe rencontre |’axe des x, sont des points 
d’inflexion, et comme, pour x=-t mm, la premiére 
dérivée est égale 4 = 1, en ces points la tangente 4 la 
courbe est toujours inclinée de 45° ou de 135° sur l’axe 
des x. 





308. Soit encore la courbe 
y — tangs. 


Pour c= oet, en général, pour x= mz, onay=o. 

Fig. 62. La courbe rencontre donc 
l’axe des x 4 l’origine et en 
une infinité d’autres points 


id e e T 
équidistants. Pour x=-;0n 
2 


ay =o, etsil’on fait x un 





peu moindre que =» tang x 
sera trés-grande et positive. Si l’abscisse est un peu plus 
grande que = » tangz sera trés-grande, mais négative. La 
courbe aura donc pour asymptote la droite dont I’équation 
est x= ~- On voit d’ailleurs que la courbe s’étend a l’in- 


fini des deux cétés de |’axe des y, et se compose d’un 
nombre illimité de branches identiques. 
Par la différentiation, il vient 


dy I d?y 2cosrsing 2sinz 
—_—_ —— 5 a a Pe 9 
dx COS? zx da? cos! cos’ x 
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d? 


e Y LJ 9% 
et si l’on pose 7? = % On trouve que tous les points ou 


la courbe rencontre axe des x sont des points d’in- 
flexion. 


POINTS MULTIPLES. 


309. On appelle point multiple un point qui est tra- 
versé par plusieurs branches d'une méme courbe. Le ca- 
ractére auquel on reconnait un pareil point est que la 
courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le 
cas ol ces tangentes se réunissent en une seule. 

Voici un exemple assez général, ou y est une fonction 


explicite de x. Soit 
p 


y= 9(z)(2—a)(x—b), - 
Pp 


7 étant une fraction irréductible, dont le dénominateur 
P 

q est pair : le terme (x — a) (x — 6)? a deux valeurs 
réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs 
convenables de x, ce que nous indiquons en faisaht pré- 
céder ce terme du signe +. 
~ Qn tire de cette équation 

dy = | c 

— == g(x) (x— 6)\7t 

pe 8 (2) ( ) 


Qs 
8 

| 

Q 

eee 
°F 
| 

~ 
“8 | 
| 


Pour x =a, ona 


y=9la), Lag (a)H(e—5) 


Si l’on suppose a plus grand que 4, il y aura deux tan- 
gentes distinctes : d’ailleurs, a des valeurs de x peu diffé- 
rentes de a, correspondent deux valeurs réelles et dis- 
tinctes de y, qui se réduisent 4 une seule quand x = a: 
donc le point qui a pour coordonnées x = a, y = 9 (a) 
est un point double. 
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dy 
Mais si a est moindre que b, = Sera imaginaire, et il 


n’y aura pas de tangente en ce voint. En cffet, pour des 
valeurs de x trés-peu différentes de a, 2 — b étant né- 
gatif, les ordonnées correspondantes seront imaginaires ; 
par suite, il n’existera pas de point de la courbe dans le 
voisinage du point considéré. Nous reviendrons plus tard 
sur ce genre de points singuliers (n° 3415). 


310. Quand l’équation de la courbe 
(1) F(z, 7)=0 
n’est pas résolue par rapport a y, on em tire par la dif- 


férentiation 


YU dy _ 
(2) dx a dz 


En un point multiple de la courbe, =z doit avoir plu- 


sieurs valeurs réelles et distinctes ; mais |’équation (2) 


étant du premier degré par rapport a cela ne peut 
dx 


arriver qu autant qu’on aurait a la fois 


(3) Yao, T= 


donc, pour avoir les points multiples, il faudra commen- 
cer par chercher les points dont les coordonnées vérifient 
les équations (1) et (3). 

Comme |’équation (2) se réduit alors 4 o = 0, elle ne 


° 4 la ° : d: 
peut servir 4 déterminer Ja valeur de = Il faudra recou- 


rir a ’équation différentielle 


af df dy . af (day\, df ay 
dxi + * Gedy dz dy* \de + ag =o 
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af 


ou, puisque dy = 0, 





6) Bf 4 OF PF (dV 


det” drdy dx dy? dx 


af af. 
dx” dzdy 
ne soient pas tous nuls, et que |’équation (4) donne deux 





Supposons que les trois coefficients — 


valeurs réelles et distinctes de = : il en résulte qu'il y a 


deux tangentes au point considéré, et par suite que deux 
branches de la courbe s’y traversent mutuellement: c’est 
donc un point double. 

Mais si trois branches de la courbe se rencontraient 
ence point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme 
|’équation (4), qui n’est que du second degré par rapport 


a = > ne peut donner trois valeurs de cette quantité, on 


devrait avoir en méme temps 


a’f df df 
—OodO, —O, — 
dc? adxdy dy? 





d . . . ae, . 

Les valeurs de — s ’obtiendraient ensuite en différentiant 
Péquation (4). On voit comment il faudrait opérer, si 
un plus grand nombre de branches se rencontraient au 
point (zx, 7). 

311. Comme exemple, soit la courbe représentée par 
Péquation 

yH2(i—2z), oubien yoteryi— zx. 

Cette courbe est symétrique par rapport a l’axe des x et a 
l’axe des y. Elle coupe l’axe des x a l’origine et aux deux 








points qui ont pour abscisses x —=1 et x =—1. 
En différentiant l’équation de la courbe, on trouve 
d zx 1— 2c 
ot yi—- ep 
dz vi— zt © ros — 
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Pour x= 0, les deux valeurs de y se réduisent 4 une 
Fig. 63. seule, qui est o. D’ailleurs, pour 

ce point, on a 


So 1. 
dx 
Ainsi, l’origine est un point dou- 
ble. En ce point, les tangentes 
TT’ et SS! divisent en deux parties égales les angles des 
axes. 
On trouve, pour la dérivée seconde, 


x (1— 227) — ha frat 








2 _ >? 3 
or a+ yi =) —4+ 272" Se. 
(1 — 27)? 
d?y 


pour x= 0, ona = 0: ainsi, l’origine est a la fois 


dx? 
un point double et un point d’inflexion. 


POINTS DE REBROUSSEMENT. ° 


312. On appelle point de rebroussement un point ot 
deux branches de courbe viennent s’arréter, et ot elles 
ont une tangente commune. II faut, dans ce cas, que deux 
valeurs dey, réelles quand zx est supérieure ou inférieure 
a l’abscisse du point, soient imaginaires quand x est in- 
férieure ou supérieure a cette abscisse, et, en outre, que 


d . , 
deux valeurs de — deviennent égales. 


Le rebroussement est dit de premiére ou de seconde 
espéce, suivant que les deux branches sont de deux cétés 
différents ( fig. 65) ou du méme cété de la tangente qui 
leur est commune (fig. 64). D’aprés ce que nous avons 
vu sur la convexité des courbes planes (n° 205), l’espéce 


2 
° yr 
du rebroussement se reconnaitra par le signe de qr Sur 


les deux branches, prés du point en question. 
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313. Soit la courbe 
P 


y =9(2)=t (x — a)? (2), 
g(x) et p(x) étant deux fonctions réelles et finies, pour 


des valeurs de x voisines de a; supposons la fraction ; 


positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. 

Alors, pour chaque valeur de x supérieure a a, le terme 
p : | 

(2 —a)?p(x) a deux vaieurs réelles égales et de signes 

contraires, ce que nous indiquons par le double signe +. 

Les deux valeurs dé y, réelles et inégales pour x plus 
grande que a, deviennent égales pour x = a, et imagi- 
naires pour x plus petite que a. Donc les deux branches 
de la courbe viennent se réunir et s’arréter au point qui 
a pour coordonnées x = a, y = 9(a). 

Reste a voir maintenant si en ce point les deux bran- 
ches ont Ja méme tangente. Or I’équation de la courbe 
donne 

P P 


dy , ——y] Ys 
ig = (2) (2a)! p(a2) ce (a@ —a)f p(x). 


Si 7 est plus grand que 1, 4 la valeur x =a corres- 


pondra pour a la valeur unique 9’ (a). Donc les deux 


branches ayant méme tangente au point considéré, ce 
dernier est un point de rebroussement. 
Pour savoir si le point de rebroussement est de pre- 


miére ou de seconde espéce, on calcule “s, ce qui 
donne 
a’y a P{P fa 
FF ye) 2 (2—1) (2a “¥(e) 
P 


—t P 
bal (2—a) W'(2) =k (a — a) p" (x). 


a a em er sk 
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Nous ferons ici deux hypothéses : 1° si l’on a 


P —2 > O,> 
on aura, pour x = a, 
dy 
Tr 7% (4). 
Fig. 64. Ainsi, en admettant que 9” (a) 
Gc} /f . d? 
ne soit pas nulle, > a le méme 
T oY v9 


signe sur Jes deux branches, et, 
par conséquent, la courbe offre 
un rebroussement de seconde espéce (fig. 64). 

a° Si, au contraire, on a 


; —2<0, 
pour une valeur de x trés-peu supérieure 4 a, le terme 
P(P 7? 
(1) = (Z — ) xz—a)? x 
a \q ( tH (2) 


sera trés-grand en valeur absolue, et il n’en serait pas de 

méme des autres termes de “~ qui tous, except¢ le pr 
dx? q ’ P pre- 

mier, 9” (x), convergent vers zéro, lorsque x tend vers a, 


. e e Q da? 
Ainsi, le terme (1) donne son signe a “7, et comme ce 


ax? 

Fig. Oe terme a le double signe, il s’ensuit 
qu’au point [x=a, y = 9(a)], 
les deux branches sont situées de 

M u 


part et d’autre de la tangente 
commune. Dans ce cas, le re- 
broussement est de premiére espéce ( fig. 65). 


314, Soit comme exemple Ja courbe 


5 
ea 
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A une valeur positive de x correspondent toujours deux 
aleurs réelles de y, qui deviennent égales pour x =o. La 
Fig. 66. courbe n’a aucun point du cété 
des abscisses négatives. Du cété 
des abscisses positives, elle a deux 
branches qui s’en vont a l’infini, 
Pune du cété des ordonnées posi- 
tives, l'autre du cété des ordon- 
iées négatives : celle-ci, aprés avoir coupé l’axe des x 
ww point dont I’abscisse égale 1. 





Le rapport z a pour limite zéro quand x = 0, et, lors- 


[ue x a une trés-petite valeur positive, les deux valeurs 
‘orrespondantes de y sont aussi positives. Donc les deux 
oranches ont la méme tangente au point O, et sont situées, 
orés de ce point, du méme cété de cette tangente. Donc 
‘origine est un point de rebroussement de la seconde 
ispéce. 

On parvient encore ace résultat au moyen des valeurs 





dy @& 

le 7 et de 
dy 53 dy 1b 
genet ye ae SEs. 


Dour x = 0, ona 


dy d’y . 
mn? et moe 


e point O est donc un point de rebroussement de la se- 
sonde espéce. 


POINTS ISOLES. 


315, On appelle point isolé ou conjugué un point dont 
es coordonnées satisfont a I’équation d’une courbe, sans 
ju’aucune branche de cette courbe passe par ce point. 
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Soit I’équation 


‘=k (x — a) (x — 8, 


et supposons d’abord a plus grand que 46. Pour x = 4, 

on a y = 0, ce qui donne un point B situé sur l’axe des 
abscisses. - 

Si x croit de 6 4 +0, y croitdeo 4 +o, et l'on 

Fig. 67. a une branche telle que MBL. 

Si Pon fait x plus grande que 4, 


M 
lordonnée est imaginaire, ex- 
. cepté pour += 4, car, pour 
1 : = cette valeur de x, on ayy =0. 
Ainsi, le point A (x=a, y=0) 
. est un point isolé. 


Si a est plus grand que 8, la 

courbe n’a plus de point isolé, parce que les deux va- 

Fig. 68. leurs de y sont réelles quand x 

est comprise entre 8 et a. Pour 

x =a, les valeurs de y se ré- 

duisent toutes deux 4 o. De 

& e=aax=o, y croit jusqu’a 
Vinfini. 

Dans ce cas, le point A est 

traversé par les deux branches 


BCK, BDL: c’est donc un point double. 






9 A 
POINTS D ARRET. 
e 


316. On appelle point d’arrét un point ov une branche 
unique d’une courbe vient brusquement s’arréter. 
Prenons la courbe représentée par |’équation 


ye. 


Pour x= 0, on a y = ©; si I’on fait croitre x jus- 
STuRM. _— An, I. 20 
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qu’a +0, y décroit depuis +o jusqu’A +1, ce qui 
donne une branche asymptotique a laxe des y, et 4 la 
Fig. 69. droite dont |’équation est y = 1. 
Si maintenant on considére 
des valeurs négatives de x, la va- 


| 
leur de y sera —. et pour x =0 


x 
é 


"| on aura y= 0; la courbe pas- 

sera donc par l’origine. L’or 

donnée augmentera ensuite avec la valeur absolue de x 

jusqu’a la valeur y =r. Il y aura ainsi une seconde 

branche (*) de courbe, asymptotique 4 la droite qui a 

pour équation y=-+1, et s’arrétant brusquement a 

lorigine en venant des x négatives. L’origine sera donc 
un point d’arrét. 





317. Soit encore la courbe y = i" On ne peut pas 
o 


donner a x des valeurs négatives, car log x serait imagi- 
naire. Si l’on donne 4 x des valeurs positives et trés- 
petites, l’ordonnée sera trés-petite et négative, croitra en 
Fig. 70. valeur absolue avec x jusqu’a 
xvc=1, et deviendra égale a 
—o pour += 1. Qn aura donc 
une branche de courbe partant 
de Vorigine, et qui aura pour 
asymptote du cété des y néga- 
tives la droite a= 1. Si x croit 
4 partir de 1 jusqu’a oo, y de- 
vient positive, et cette ordonnée, d’abord trés-grande, dé- 
croit indéfiniment jusqu’a zéro, ce qui donne la branche 
LM. Dans cet exemple l’origine est un point d’arrét. 








oma. 


(*) Gest par erreur que cette branche a été représentée tangente a 
axe des x, tandis qu’elle devrait étre tangente & Paxe des y. 


pour x =o, on a y =o. L’origine est un point de la 


courbe., Si maintenant, dans |’expression — 


VINGT-SIXIEME LECON. 307 


POINT SAILLANT OU ANGULEUX. 


318. Soit la courbe 


. Z 





I+ é 


I 





, 3 


1+ e* 


on fait x =0, ona lim 2 =o. Ainsi, la branche OG a 


pour tangente au point O l’axe Ox. 


D'ailleurs, si l'on fait x =— z, d’ot — —— ’ 
I-+e * 
Fig. 71. pour 7 —=-—z=o0,ona 
; 
lim 2 = 1. 
rf 


Done la branche OH, située du 
cété des abscisses négatives, a 
pour tangente au point O la bis- 
-sectrice OT de l’angle des axes. 
Un pareil point O, ou viennent se terminer deux bran- 





ches de courbe qui ont chacune en ce point une tan- 
gente distincte, est dit un point anguleux ou point sail- 
dant. , 


319, La recherche des points singuliers exige que l’on 


examine ayec soin la forme de la courbe dans les environs 
A ’ . . dy 

du point pour Jequel l’expression analytique de —. pré- 

sente une des particularités signalées dans cette Lecon; 


e A r ° e e 
car i} peut se faire que = soit constamment imaginaire 


20. 





308 COURS D’ ANALYSE. 


‘ dy . . te 
prés de ce point, et que Fz Suit réel en ce point. Mais 


cette discussion, dans le cas ou y est une fonction impli- 
cite de x, nous entrainerait trop loin. 


Df 


EXERCICES. 


1. Déterminer les points d’inflexion d’une conchoide (courbe 
qu’on obtient en prolongeant d’une longueur constante les droites 
menées d’un point fixe a une droite fize). 


SoLution. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 
des x la perpendiculaire menée par le point fixe. Si a est la dis- 
tance du point fixe a la droite et 6 la quantité dont on prolonge les 
rayons vecteurs menés a la droite, les abscisses des points d’in- 
flexion seront données par !'équation 


z+ 3az?—2ab'=0. 
2. Construire et discuter la courbe y* = x”. 
3. Démontrer qu’en tout point singulier d’une courbe 
F(z, 7) =0 


(les points d’inflexion exceptés) ona 


4. Si une courbe du troisiéme degré a deux points d’inflexion, 
elle en aura un troisiéme en ligne droite avec les deux premiers. 
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CALCUL INTEGRAL. 


VINGT-SEPTIEME LECON. 
REGLES POUR L’INTEGRATION DES FONCTIONS. 


Définitions et notations. — Intégration d'une fonction multipliée par une 
constante. — Intégration immédiate de quelques différentielles simples. 
— Intégration d’une somme. — Intégration par parties. — Intégration 
par substitution. 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


320. Etant donnée une fonction d’une seule variable, 
on peut toujours la considérer comme la dérivée d'une 
autre fonction inconnue, et chercher cette autre fonction, 
qui aura pour différentielle la fonction donnée, multi- 
pliée par Ja différentielle de la variable indépendante. 

Soit f(x) la fonction donnée; je dis qu il existe tou- 
jours une autre fonction qui a pour différentielle f (.c) dx. 
En effet, construisons la courbe CMD qui, rapportée a 
des axes rectangulaires, a pour équation 


xy =f (2). 
L’aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe 
Fig. 72. quelconque CA et lordonnée 
y MP qui correspond a l’abscisse 


variable x, est une fonction dé- 
terminée de x. Or, la différen- 
tielle de cette aire est ydx ou 
J (x) dx; donc cette aire est une 
fonction qui a f(x) dx pour différentielle, ou f(x) pour 
dérivée. 





"| A’ P 
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324. On appelle intégrale de f(x) dx et l'on repré- 


ate par | f(x) dx une fonction dont la différentielle 


Jf (x) dx. Lopération par laquelle on passe de la diffé 
atielle d’une fonction & cette fonction se nomme inté- 
ation. 

L'intégration et la différentiation sont deux opérations 
verses l'une de l'autre, de telle sorte que le signe d et 


signe fe détruisent mutuellement. 


Ainsi l'on a, par la définition méme, 
4 frete=sayis, fdeis)=el2) 


322. L’intégrale d’une différentielle donnée f (x) dx 
ut avoir une infinité de valeurs, car si ¢() est une 
nection dont f(x)dzx soit la différentielle, en ajoutant 
cette fonction une constante arbitraire, l’expression 
x) +C aura la méme différentielle. Mais il n’y en a 
s d’autre, puisque deux fonctions ayant la méme diffé- 
ntielle ne peuvent différer que par une constante. 
Ainsi l’intégrale générale de f (x}dx est 


g(z) +6, 


étant une constante arbitraire. La figure rend bien 
mpte de cette constante arbitraire; car si, au lieu de 
endre CA pour ordonnée fixe, on prenait C’A’, on ob- 
mdrait V'aire C’A’MP, qui surpasse CAMP de I'aire 
nstante C’A/AC. 


TEGRATION D'UNE DIFFERENTIELLE MULTIPLIGB PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 


323. On sait qu’un facteur constant a peut étre placé 
dehors du signe de différentiation; il y a une régle 
alogue pour l’intégration. 
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En effet, on a 
dau = adu; 


f tau =an, a { du= ans 
[danza fa ou fadu=a f du, 


ou bien, en posant du = f (x) dz, 


{ af (x)dx =a { f(x)dz. 


INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 
SIMPLES, 


or 


donc 


324, La différentiation des fonctions simples 2x”, 
a*, etc., conduit immédiatement 4 un certain nombre 
d’intégrales, que nous réunissons dans le tableau suivant: 





d de— —~- € 
+1 nN t] — tL 
dx'+'—(n +1)a"dz, f- e= 7 +e, 
de*— e*dz, ferde ser Cc, 
a= 

da*— a*ladz, [eras =r +, 

d dz 
dix, [Gae+e 

zx x 
dsinz — cosz dz, f cose de = sine +6, 


, dcosx ==— sinz dx, { sinzdz == — cosx-+ C, 








dt dx ad = tangz+C 
ang 7 — cos’ coz 5 ? 
—dzx ax 
dcotz = ————> =— cots + C. 


sin? 2 sin? x 


314 COUBS D ANALYSE. 


e e vr 
Si x est moindre que >” 








. dx dz . 
darc sinxz == ———) —_—--—— = arcsing + C, 
yI— 2 


dx dx 


yi—2 2 jie 


On a pour la méme intégrale f — 


I— 2’? 


d arc cosz = — — — arccoss + C. 





deux valeurs 





qui semblent différentes ; mais, comme 
e ev 
arccoszx + arc sina = —, 


on voit que les deux intégrales ne different que par une 
constante, 


d. 
d arc tang.z = = 9 f{ 








_— = C 
; == are tangr + C. 


I+ 2 I+ 


325. Dans toutes ces formules, x peut étre Ja variable 


indépendante ou une fonction quelconque de la variable | 


indépendante. Par exemple, si, dans la formule 


n-t 
(1) [ede = “+, 





n-+i 


on remplace x par 9(x), on aura encore 
" {tel 49 (x) = pris)" ae + C. 


326. La formule (1) devient illusoire quand on y fait 
n = —1: elle donne alors 
Hig, 
o 


‘ ® 8 dx b! 
Cela tient 4 ce que { — est égale ala transcendantelz, 


qui ne peut pas étre représentée par une expression algé- 
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brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire 


dela formule («) la valeur de f{ =. 


En effet, si, dans cette formule, on retranche du se- 





cond membre la quantité. constante ——— > ce qui ne 


change pas sa différentielle, on aura 


arrliiy 
[ #ae= ———_—— -+C, 
n+l 


e 9 e e ah! I e oO 
Or, si l’on fait nm = —1, la fraction ———— devient -; 
? ? n+1 Oo 


pour avoir sa vraie valeur par Ja méthode connue, il faut 
prendre la dérivée des deux termes par rapport an, et 


faire 7. <= —1 dans le quotient de ces dérivées, c’est-a-dire 
mae E3 . 
772 ce qui donne Ix. On a donc 


[Zale+c 
PY 9 


INTEGRATION D'UNE SOMME. 





dans 


327. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des 
régles pour différentier une somme, un produit de plu- 
sieurs fonctions, une fonction de fonctions; on en déduit 
des régles analogues pour le calcul intégral. 

Ainsi, de la formule 


d(u +v— 2) =du-+ do — ds, 


on tire, en intégrant les deux membres, 


faus o—2)= [de + fao— fas, 
[U@) +9) _Herlae 


=| sede + [oleae — [¥e)ae, 


ou 
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Done l’intégrale d'une somme de fonctions est la somme 
des intégrales des fonctions qui la composent. 

Par exemple, 


Act! Bett! Corts 
m-+-t R+I p-+t 











@ocgy 


[dent Ber +Cor+...)de= 


f(ge- 5 2’— 32+ 8) draa'— 22! — Sa — 82+, 


3 2 
[PRPS a pt ae tle +, 


& 


INTEGRATION PAR PARTIES. 


328. Quand u et v sont deux fonctions quelconques 
d’une méme variable, on a | 


duv — udev 4+- vdu; 


donc, en intégrant, on a 


ou bien 


fod —= uv — | odu. 


Cette formule, qui raméne la recherche d’une intégrale 
f udy a celle d’une autre intégrale { vde, constitue ane 
méthode d’intégration fréquemment employée. On l’ap- 
pelle intégration par parties, quoiqu’il fat peut-étre plus ! 
correct de la nommer intégration par facteurs, puis- 


qu'elle est fondée sur la décomposition de la différentielle 
que l’on veut intégrer en deux facteurs. 


EXEMPLES. 


{> cosxrdz. 
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On posera 
fe coszdxz = | 2’dsinz = x’ sina — 2 fa sinsdx, 


fe sin zdx == — | rdcosx — — x cosx + | cosrdzr 
== — rcosx + sinx + C. 

On aura donc, en substituant cette valeur dans la pre- 
miére égalité, 


fe cosxdzx — z’*sinz + 2rcoszx — 2sinx + C. 


2° f wera 


On a 


[eedes [ wdraane—m f weds, 


Ainsi lintégration de x"e*dx se raméne 4a cel'e de 


x”™~'e*dx; on raménera de méme cette derniére a celle 


de x"~*e* dx, et ainsi de suite; en sorte que, si m est un 
nombre entier positif, on sera définitivement conduit a 


chercher | e*dz, qui est e+ C, et une suite de substitu- 


tions donnera l’intégrale demandée. 
En prenant m = 2, on trouverait 


f Peds o(e— 22+ 2)+C. 


Zo f lads, 


1 


Ix étant le logarithme népérien de x. On trouve 


ax 
fisae=ale— fx Zaaz(le—1)+ C. 
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INTEGRATION PAR SUBSTITUTION. 


329. Quclquefois une fonction différentielle f (2) dx, 
qui n’était pas immédiatement intégrable, le devient par 
un changement de variable. On dit alors que l’intégrale 
est obtenue par substitution. 

Ainsi, soit x = 9(t): ona 


dx—q'(t)dt et [ Aaae= [ flelo eee 
EXEMPLES. | 


1° (a2 + byas. 
On posera 


at 
az-+-b=t, d’ot dz = —- 
Donc 


I rogmtt 
(az + b)\"dx—=— | t™dt=—- +. C, 
a am+i 


(ax + 6)*dxe = ~ (az + bl ic 
a m—-+i 





OU 


2° Plus généralement, si l’on avait 4 trouver 


[a lax + b)dz, 
on poserait 
dt. 
axz-+b=t, Wot dr= = 


et alors'‘on serait ramené a 


x f Feat 


30 . Sxidx 
J Sate 7 


On se fonde ici, pour le choix d’une nouvelle variable 2, 
sur ce que le numeérateur de la fonction différentielle est 
égal, 4 un facteur constant pres, a la différentielle du 


mee etl 
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dénominateur. Posons 


324°+9=t, dot ade =< dt; 


il en résulte 


ou bien 
5 xidxr 5 
fe zdx 
Va? + 2 
Posons — 


Va'+ 2? =2, Mot @+2a'’=—t, xdr=—tdt. 
Par suite 
xdz 
= = dt=t+C>y@’+ 27+ C. 
Va? + 2? 


5° La méme méthode conduit a lintégrale fréquem- 
ment employée 
dz 
z+ px-+-q , 


lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels 
se décompose x*-+- px + g sont imaginaires, c’est-a-dire 


2 N 
quand on aq — Z > o. On a identiquement 


2 2 
P+pstqa(2+2) + (9-7) 


Si l’on pose 


P ff, @ — _? 
e+ fawy/s ra dod dex aty/q R 


lintégrale cherchée devient 


I dt ! C 
1-2 The === arctang? — LU, 


/ pP 
-% ViI-F 
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ou bien, en remplagant ¢ par sa valeur en fonction de x, 


P 
dx 1 7 2 
OO are tang —— 


z+ pr+q \/ P \/ p? 
as f 


Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom- 


mons a + 6 ¥—1 et a — 6 J—1 les racines imaginaires 
de l’équation 


+ C. 











z+ pre -+gq—o. 


e——?, 6=\/ _P, 
2 4 


donc l’intégrale en question pourra s écrire 
ar I r—e 
——_————_ = _ 5, arc tang + C. 
zwi-+pxr-+q 6 6 


6° dx ; 
Va — bz? 


ona ‘ 


{e- ef f= bx? 


Soit maintenant 


bx is d’ot _ ae =\/bar 
a b a 


par suite, on a 


On a 





af dt — are sint -+C, 
a= Vie SoS yo 


ou enfin 


Se ’ vz) 
= pares x —}+C. 
a—bzx’ a; 
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eS = ar enna a a SD 


VINGT-HUITIEME LECON. 
INTEGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 


Cas des racines simples. — Cas particulier des racines simples imagi- 
naires. — Cas des racines multiples. — Cas particulier des racines mul- 
tiples imaginaires. 





INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES 


330. Soit proposé d’intégrer la fraction 
F (x2)dx 
F(z)” 
F (x) et f(x) étant des fonctions algébriques entiéres 
de x. 


_Si le degré de F (x) n’est pas moindre que celui de 
f(x), on peut diviser F(x) par f(x) jusqu’a ce qu’on 


_parvienne a un reste 9 (x) d’un degré inférieur 4 celui 


de f (x); appelons Q le quotient, on a 


Fis), #2), 
Fa) 2 * Fm 


F(x)dx | . e(x)dar 
F(z) =f e¢ +f F(a) 


et comme on sait obtenir f Qdzx, la question est rame- 


. . (a\ de , 
née a intégrer la fraction rationnelle 2 = »0u o(z) 


d’ou 





est d’un degré inférieur a celui de f(x). 


CAS DES RACINES SIMPLES. 


331. Nous allons donc chercher 


e g (2) dz 
F(z) 
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Soit m le degré de l’équation 
J(z)=0, 

dont nous désignerons les m racines par a, 5, ¢,..., k. 

Supposons d’abord que ces 7 racines, réelles ou imagi- 
naires, soient toutes inégales. Cherchons 4 déterminer, 
sic’est possible, m constantes A, B, C,..., K, de maniére 
que |’équation 

x A B K 
(1) p(z) = eee > + ——— + ee 
JS(@) «£-—a x— x—b a—k 

soit vérifiée identiquement. J] faut et il suffit que l’on 
ait, pour toute valeur de z, 





(x) 
(2) ea) a al 4 pl | KZ). 
Tous les quotients J(=) f(#) .., sont entiers, et les 
t—a x—b 


inconnues A, B, C,..., sont en nombre égal 4 m; on 
pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les coeffi- 
cients des mémes puissances de x dans les deux membres ; 
mais on emploie un moyen beaucoup plus simple, et qui 
a l’avantage de faire voir que ces valeurs ne sont ni infi- 
nies ni indélerminées. 

Faisons x = a dans |’équation (2); puisque les racines 





a, b, c,..., k sont toutes inégales, les quotients ao 
fn) j., LE f(2) ) - deviendront nuls. D’ailleurs — fia) *) 7 Wle- 


e Oo e se b ] a 
vient — pour x = a; mais sa vraie valeur, d’aprés la rigle 
connue, est f’ (a). Donc 


a)=Af'(a), dor a= 2). 

) ft ( )s S'(a a) 
Cette valeur de A n’est pas infinie, puisque a étant une 
racine simple de f(x), f’(a) n’est pas nulle; la valeur 
de A est, en outre, différente de o si l’on admet, ce qui 
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. ° ° oe ee , ° 
est toujours permis, que la fraction 2) soit irréductible. 


Ainsi, en donnant aux constantes Jes valeurs finies et 
déterminées 


a) aa, pat, ea 2H) 


léquation (2) est satisfaite pour «=a, x= d,.... Elle 
aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si ]’€- 
quation (2) n’était pas identique, comme elle est au plus 
du degré m —1 par rapport a x, et qu'elle est vérifié 
pour les m valeurs dea, 5, c,..., k, elle aurait m racines, 
ce qui est impossible. 
332. On peut encore parvenir de deux autres ma- 
e a og 
niéres 4 la valeur de f (=) pour x =a. 
t—a 


1° On a (122) 
f(a)=f(a+2—a)=f(a)\+(«—a) f' (a) (2 








(a)+..., 


et comme f(x) est un polynéme algébrique, ce dévelop- 
pement est limité; or, puisque f(a) = 0, il se réduit 4 


f(z) =(2—a) f(a) + F—P pray e..., 
d’ou 


F(z) 


Z—Ga 


£46) 


= f'(a)+ —— (t@— a)+..., 


et, par conséquent, pour x = a, 


zie) = f'(a). 








2° M étant le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans f(x), ona 
Le) == M(#— b)(x—c)...(«— 4), 


Sturx. —- An., I. 21 


ay COURS D'ANALYSE. 


par suite, pour x = a, il vient 








lim £(2) M{a—b)(a—e)...(a— A) =S"(a}. 


ra 


333. La transformation (1) étant ainsi opérée, on a 














e(z)dz Adz Bdz 
S(2) fx az—b ” 
r conséquent 
e(z)de a a 
Fay =A e—a) + Bie — 6) 


ise servira de cette formule quand les racines a, 6, 
. -,kseront toutes réelles, et que les différences x — a, 
-6,..., 2 —k seront toutes positives; mais si 2 —a, 
exemple, était négative, il faudrait changer Al (x —a) 
Al(a— =), ce qui est permis, car ona 

—dz dx 


—x x—a 


d(a—2)= 








(x — a) serait imaginaire (n° 152). | 


CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 


334, Si quelques-unes des racines de I’équation f(x) =o 
ient imaginaires, la transformation (1) serait encore 
sible, mais le terme correspondant 4 une racine ima- 
aire dans la formule (4) se présenterait sous une forme 
iginaire. Il vaut mieux alors opérer de la maniére 
vante. 

Jonsidérons deux racines imaginaires conjuguécs, 


a=att6y¥—1, b=a—6y—1; 
ela) __9(o+6y—") 
Sa) f'(a+-6y—1) 


tH étant deax fonctions réelles et rationnelles de « et 


aura 








G+Hy—-1, 
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de 6. En changeant /—1 en — /—1, on aura 


_ 9(b) _9(a—6/—1) 


f'(6) = Fab Jaa) = G—HY—1 


- on a donc 


A. iB G+Hy—1 G—H/—1 
_ _G+Hy—-r - — 








t—a «—b z—a—6V—1 z—até6y—1 
_ 2G(2—a) — 2H6 
_ («2 — @)?-+ G6? , 


done 





f A + B de — 2G(«—a)dzx 2Hé6dxr 
J \w—a «—b oy (2—a)?+ 6 (2—a)}?+- 6? 





Or 
2G(x2—«a)dxr __ 2 es 
[ienapre = ellle—s + 6*}, 
2H6dzx | — oHarcta (=) 
(wa) Gi — Haretang | —— )- 
Donc 








f( A + B ) as 
r—a x—b 


= GI{(2—2)*+ 6] — aH are tang (== _— *) +6. 


De cette maniére on aura opéré l’intégration de la-frac- 


p (x) dx 
I (%) 
tion f(x) == o sont-inégales. 
335. ExEeMpLes. | 
1 gle) (3 — 24) de _ _(8— 22)dex 
F(z) to 8 ~~ (a+1)(@—2) 





tion rationnelle » si toutes les racines de |’équa- 








Posons | 
3—a%  £#$A B 
wV— 2-2 Bert L—2 


En substituant successivement -—1 et + 2 a x dans 
21. 
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goat, onaA z, B z Par consé- 
* (gasyde_ 5 de 
B22 Sa+t 
P(3—22)de_ 5 an 
Ga2)e S242) gle—a) +e. 
‘g(z)_ ot . 
F(a) eae 
as 
B. 
z+a’ 
a(+) 1 —1 1 
F(z) ae A=a27 Beg 
dz T i 
{m5 xal(* aj+ ae a)+C, 











e(z)_ (32+7)dz 
F(z)” 20*§— 3245 


mmel’équation 22*— 3x + 5 =on’admet que des 
es imaginaires, nous allons opérer l’intégration 
te de cette fraction sans la décomposer en fractions 
simples. 

dérivée de 22*— 3245 est 4x —3: divisant 
-7 par 4x — 3, on aura 


3a4 j= 
qa =] + TGESH 
ar suite, 3 
sexy _ fen 9+ 3 


ae—b2+6  at—3a45" 
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d’ou 


(3a-+9)dx 3 ((4x—3)dr 34 | dx 


20—32+5 4 J ax2°—324+5 ° & 22°—32+5 


ou 


(32+ 7)dz 3 ., 39 dx 
[peg = plow —3245)4 7 2x7--3.0+4-5 


Or on a 


37 ax _ 34 dx _ 
4 J 22°—32+4+5° 8 ( 45 


Cette derniére intégrale est égale (n° 329, 5°) a 
4 hax —3_ 


——— arc tang 


; y3t 


on a donc enfin 





Jat 


(32+ 9)dzx 
22°— 324+-5 








= 3) (22! 32-+5)+ 37 _ are tang 47 — 3 4 ¢ 
4 2/31 /31 
4° Plus généralement, si l’expression a intégrer est 


t d. 
(Mz +N) ~, on la mettra sous la forme 


(x — a)? -+ 6? 
M 2(%—«a)dr dx 
2 (a — a)? + 6? + (Ma +N) (—a2)?+6> 


Mais (n° 329), 


2(x2—a)dx oy, ao 
Jaap ea Me I+ 





dx I Ta 
(e— appa gene es 





j 
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donc enfin 


Mzr-+N 


(2 — «)? + @ dx 


+ 


= Flle—ap+ej}4 See 


) xt — 
gare tang 


* +6. 





CAS DES RACINES MULTIPLES. 


g(x) dx 
J (x) 


des facteurs multiples, c’est-a-dire si l’on a 


336. Dans le cas ot: le dénominateur de admet 





Ff (2) = M (2 — a)" (x — b)P (x —c)t...(a— hk), 


il est impossible de trouver des valeurs de constantes A, 


B, C,..., K, capables de vérifier lidentité 


p(x) A B 
fiz) @-az—ptt 





En effet, si lon réduit tous les termes du deuxiéme 
membre en une seule fraction, le dénominateur de cette 
fraction ne contiendra x —a qu’d la premiére puis- 
sance, tandis que ce binéme entre a la n‘*™* puissance 

. « x . 
dans f(x), et que d’ailleurs la fraction re est sup- 
posée irréductible. 7 

Afin de découvrir le mode de décomposition propre a. 

ce cas, supposons d’abord 


F (2) == (a-— a) 
On a, d’aprés la série de Taylor (122), 








g(t) _ ef) g(a). to (a) 
(ea (zap (@ays Valea 
+ I gr (a) | 
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Ce développement ne s’étend pas plus loin parce que 
o(x), dans le cas o8 f(x) = (x —a)", est au plus du 


ve est décomposable 


en 7 fractions ayant chacune pour numérateur une con- 
stante, et pour dénominateur une puissance de x — a. 
Le Probleme es est ainsi ramené a intégrer des fractions 


degré n —1. Il résulte de la que 





de la forme ———.- Cette différentielle pouvant se met- 


(x way 


ad (ax — a) . e , 
2 on voit que son intégrale est 


(2a) 


si hk est >1, etl(x—a) sih=r. 


tre sous la forme 


a 
(41) (2— a) 


337. Cherchons maintenant 4 opérer une décomposi- 
tion analogue a la précédente, dans le cas général, c’est- 
a-dire quand on a 


f (x)= M(2—a)(a —b)P (2@—ce)9... (a@— hk) = (x —ay f(x). 


Soient A, Ay, Ag, As,..-, An_i, 7 coefficients assujettis 
a verifier Pidentité 

9 (x) A A, A, b (x) 

Fin = (eae tipo be tS H+ 

F(x) (@—ay" (za) —a@ fi(2) 
(p(x) étant un polynéme rationnel et entier par rapport 
a x. Si l’on multiplie cette équation par f(x) et que l’on 
fasse passer dans le premier membre les termes qui con- 
uennent A, A,, Aq,..., A,_s, il faudra que l’on ait, pour 
toute valeur de zx, : 


ba] 





| of) oes: —A, = 
")) f(z) f(a) 
| A, (a — a) eee An —= (a — a)r (2). 


Maintenant, en développant 9 (x) suivant les puissances 
de x — a, on aura 


2) = 9(a) + 9'(a)(w@—a) + Dh eae... 


& 
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obtiendra pour f(x) un développement analogue; 
s comme a est une racine multiple de l’ordre n, f(a), 
2),-++,f%-*(a) sont nulles, et l’on a simplement 


F(a) FOr (a) 


Tee. 1.2.3.0 (0 











yea bee 





iubstituons ces valeurs de 9 (x) et de f(x) dans l’é- 
tion (1) : en ordonnant par rapport aux puissances 
‘x —a), le premier membre deviendra 


f(a) 
\-Ata 


a 





[rea Pe 4 A) (2a) 
[fa 


fora) 4 Fer(a) Loe a 


n2)12...(7-F4) 
[s4 
° 1.2. a 


Dr, comme le second membre est divisible par (x—a)", 
oit en étre de méme du premier. Il faudra donc que 
coefficients de toutes les puissances de x — a, dans 
premier membre, jusqu’au coefficient de (x — a)"- 
lusivement, soient nuls. 

in égalant a zéro ces coefficients, on aura n équations 
premier degré, qui donneront pour A, Ay, Ay,..., An 
systéme unique de valeurs finies et déterminées, car les 
‘ominateurs des valeurs inconnues sont les différentes 
ssances de f() (a), et par hypothése f“ (a) n’est pas 
le. 




















forte.) ts—a 


1,2...22 (22-1) 








(7) 
F(z) 
A A An, ¥{z) 


ea ay tT aap FF ema Ky 


138. Ayant ainsi mis —— sous la forme 
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on mettra de méme ¥ (2) sous la forme 
Si (x) 
B B, Bp-1 x (2) 
a — bY by + @— 6 by +... =z. T f(a)’ 
f, (x) désignant le q@otient de la division de f, (x) par 
(2 — b)P. 


En continuant de la méme maniére, on finira par ob- 
tenir le développement 








f(z) (@—ay (e—a)jr' ua 

" B " B, Bo. 

(2 — b) (wba to TTS 

C C, Cy_1 

Tigoent (eae TTS , 

rn eee ee ce tee eee eee ee eas 

+. K 

z—k 


expression qui, multipliée par dx, sera trés-facile a 
intégrer. 

La décomposition précédente ne peut se faire que d’une 
seule maniére; car, si les constantes A. Ag,.-.,An_1 rela- 
lives 4 la racine a, par exemple, étaient susceptibles de 
plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commengant 
la décomposition par cette racine. Or on n’a trouvé 
qu'une seule valeur pour chacune de ces constantes. Done 


; 2 , 
la fraction aes ne peut se décomposer que d'une seule 


J (x 


maniére en fractions simples de la forme considérée. 


CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 


339. Si quelques-unes des racines multiples de |’équa- 
tion f(z) =o étaient imaginaires, le développement 


. . “ “ra 
. - 
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enfermerait des imaginaires que l'on pourrait 


araitre en groupant d’une maniére convenable 
s relatifs aux racines conjugées; mais il est plus 
vpérer de la maniére suivante. 

Pi eres , 
a = 6 \/— 1 deux racines conjuguées de !’équa- 
) =o, et » leur degré de multiplicité. Posons 








Ar+B + Ait +R, 
ear Hep (zap eyo 
Az +B, det t Ber Ha), 
(e—apreye TT ape * Fa) 





B,, etc., sont des constantes qu'il s’agit de dé- 
i} (x) une fonction rationnelle et entiére de 2, 
e quotient de f (x) divisé par [(2 — a)? + 6*]". 
voir lidentité 
Aw + B)fi (x) — (Ace + B,) [(x — a)? + 6) YF, (2) 
A.t + B,)[(2— a) + 67] f(z) 

Ane + B,1) [(2 — a} + @ PY, (2) 
—a) + 6}y(2). 





mstantes A, B, A,, By, etc., doivent donc 
sies de telle sorte, que le premier membre de 
ation soit divisible par [(x— a)*-+ 6*]* ou, 


revient au méme, de maniére que, pour 





6 /—1, ce premier membre devienne nul, ainsi 
—1 premiéres dérivées. On aura ainsi n équa- 
itchacune se partagera en deux, car il faudra 
arément a zéro la partie réelle et la partie ima- 

2 chaque équation. 

\ premiére équation, tous les termes, a partir du 
ontenant (2 — a)* + 6* en facteur deviendron: * 
+ ax=a+6 J—t1,. Cette équation ne contient 
A et B, et comme elle se décompose en deux, on . 
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pourra ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant a la 
seconde équation, obtenue en prenant la dérivée des deux 
membres de la premiére, elle ne contiendra que A, B, 


A;, B, quand on aura fait c= a + 6 v—t1,; et comme A 
et B sont déja connus, et que cette équation se sépare en 
deux, elle donnera les valeurs de A, et de B,. On obtien- 
dra de la méme manieére les autres constantes. 

Ce calcul fait, on opérera ensuite la décomposition de 


$(z) 
fi (2) 


tout ce qui précéde, dépendra de Ja nature des facteurs 


bindmes de Si (x). 


en différents termes dont la forme, connue d’aprés 


340. Le cas des racines imaginaires multiples conduit 
donc 4 intégrer des différentielles de la forme 
(Ar-+ B)dx 
[ (a — a)? + 62)? 
n étant un nombre entier et positif. Or on a identique 
ment 


{= = z— a) \ dx _(Aa+B)dc 
[(@ — a)? + 62)" | [SASS ae [(2 —a)?- + 6] 
Si l’on pose 


(t—a)?+6=2, dor 2(4—a)dr=— dt, 


on a, a une constante pres, lorsque n est >1, 


A(x—a)dx  f('Adt _ A 
Jteaatep—) ae =~ ae 
A 


et, lorsque z =1, 


{e584 =4 I[ (a — @)? + 6]. 


(x — a)? + 6? 


Reste donc & déterminer _ : 


f (Aa +B) dx ; 
[(e—a)?+ 67 
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1, soit rz —a = 6z, doi dz = 6dz; ona 


(Ag+B)de — Az+B 
(leap rep ee Tom ou 








qu’on est ramené a trouver 





c cette derniére intégration qui doit maintenant 
uper. 
Ina ee 
vds 
oF a oe ey" 














ade =if. azds 


Weep 3 Josey 


dz I . 
a [- (2=1)(t =a} 
équent, en intégrant par parties, on a 


s 
iW @r—2)(F ay ora) 








ant cette valeur dans (1), il vient, en réduisant, 








Z an—3 . 
yo (2a—a) (ty oe GF 
la recherche de f oe est ramenée a celle de 


3 de méme cette derniére serait ramenée a 





¥ 
dt . ss : 
—a i mme 
rays et ainsi de suite, et cor nest 


re entier positif, on sera finalement conduit a la 
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dz e ? ty Ld la 
recherche de qui est égale a arctangs. L’inté- 
I+ 2? 


(Aa-+ B) dr 


gration de (e@— a) eP7 9 


“ et par suite celle de 
(1 + 27)" P 
se trouvera ainsi effeciuée. 


342. On peut encore obtenir { a de la maniére 
(1 -+ 27)" 


suivante. Posons 
t= arctangz; 


ilen résulte 





dz dz dt 
dt = SO Os 3 
+2? (r+ 37)* (4 + 27)?! 
or © 
I ts dz 
—— —cos?t, d’ots ———— = cos”—"tdt; 
1+ 2? (r+ 2)" 


par suite 


fata = cos**—7¢ dt. 


Onconnait différentes maniéres de parvenir A cette der- 
niére intégrale : une des plus simples consiste 4 dévelop- 
per cos*"~*t suivant les cosinus des multiples de ¢ [ 146, 
formules (1) et (2) ]. On obtient ainsi un développement 
limité, et dont chaque terme, multiplié par dt, s’integre 
trés-facilement. 
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INTEGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 





Fonctions qui ne contiennent que des irrationnelles monémes. — Fone- 
tions qui contiennent un radical du second degré. — Intégration des 
diflérentielles bindmes.— Cas d’intégrabilité. —Formules de réduction. 


FONCTIONS QUI NECONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONOMES. 


343. Une fonction qui né contient que des monémes 
irrationnels est toujours intégrable. Ainsi, supposons que 
Lon veuille obtenir 


foes 
, I+yz 


Cette intégrale peut s’écrire 





Or, si l’on fait 
zat, d’ol dx =6t'dt, 
on aura la fraction rationnelle 


(+0 —e) 6etde 
ae? 
ou 


6d (- Pee en eat sta) 
dont l'intégrale est égale a 
a Pt Se he F 4 att 60+ Gare ange +6 


ct il ne reste plus qu’a remplacer ¢ par x. 


VINGT-NEUVIEME LEGON. 335 


344, On raméne au cas précédent toute fonction qui 
ne contient que des radicaux portant sur un méme bi- 
néme du premier degré. Ainsi, soit A chercher 


ples V(ar + 6) | dx 
r+ VYaxr+ b 


On posera ax + b= 1°, d’ou 





9 de=——+») V(ac-+ 6)? 04 


par suite on n’aura plus a inltégrer que la fraction ration- 
nelle . 
6 #[(e— hb)? + att' lade 


— 


a? w—b + ae 


FONCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND 
DEGRE. 


345. Nous passons maintenant a l’intégration des fonc- 
tions qui contiennent la racine carrée d’un trindme du 
deuxiéme degré, tel que a-- bx + x* ou a+ bx —x’: 
le trinédme peut toujours étre ramené a l’une de ces deux 
formes en faisant sortir du radical le coefficient de x? pris 
avec le signe +-. 

La méthode que l'on emploie consiste a transformer 2, 


ya+ bet x? et dx en fonctions rationnelles d’une nou- 
velle variable, de maniére 4 ramener le probléme a J’in- 
tégration d'une fonction rationnelle. 

Supposons d’abord que le terme x*, sous le radical, 
soit précédé du signe +. On pourrait indifféremment 
poser 

Va + bx + a? = ska; 


prenons z — x; en élevant au carré, on aura 


a-+ bx 3? — 222; 








3360—C couns D'ANALYSB. 
dou :, 
P—a 
(1) *=bya7 , 
2 
(2) Varo teas eat tte, ‘ 
(3) de = (Bb asaads—(o— ands _ (a be + pt)ads 
(6+ 22) (6-227 


La substitution des valeurs (1), (2), (3), dans la fone- 
tion donnée, la changera en une fonction rationnelle de z, 
qu'il sera dés lors facile d’'intégrer. 


346. On peut encore, quand aest >0, poser 
Va+ be+ = a+ xz; 


en élevant au carré et divisant Jes deux membres par x, 
on aura 
b +2 asVa+ 22; 





Poa : a 
4): ones. ; 
(5) Varbepa even bye, 

i6) . bie — (Ba — bn + Va)ade | 


(1-2) oh 
347, Exempies. 


° dz _ ‘| 
Watters” “ 


Employons la, premiére transformation et ppsons 


hae, : 
a+ br+ai a 


Daprés les formules:(2) et (3), on aura 


fz de fide, 
Va+ bapa oa 
“ a 
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donc, en remplagant z par sa valeur x + a+ bx -+ 2x’, 
on aura 


dx b 
le] (Z+e+Verbere) + C. 
Va + be+ x? 2 
Quand b =o, cette formule devient 


{ss f= i(2+yara)+C. 
a+ wz 


(g2-+h)\ dx 
Va+ bx+ 2° 





99 


li est facile de ramener cette intégrale 4 la précédente ; 
on a 


b . 
(6+ a2)dxe at 7) 


2Va+ bz + 2? 7 Ya ‘= bc an 


Si le numérateur de la fonction proposée était ° +- x, on 


d a-- be +a?= 


pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or 


a 


b gb 
(ger ias (4G +#)¢ icy al 


=== 9 


Va+br+a Vator+ x Via + bx + 2? 


donc 
(gr + h) dx 
Ya + bx + 2? 
b 
_ (5 +=) a + (1 #) (—*# 
a Va + be + 2? a Va + bx + x 
=gYat ba + x? -+- (»—£) } (F+2+ Var bra) +C 


348. Occupons-nous maintenant de l’intégration de 


f(x, Ya + bx — z)dz. 


Stcurv. — An., I. 22 





nas 


an 
2 4. 
we 
+ 
39 
vy 
e 


‘ 
al yesh. 

° sieht ETS) 

a2!) tha 


. an ” tee 
rene 
Cle a iS teams Beale. 


os 
. 
gor, 
:. 


4 . 2 
. a 
See tia Se oo bee ie 
ee a Ae tts ele ee te 


oe - te te : 
Bee fe Be eee 5 


x 
Ma © saab de oS" 





Se padaeie dare’ 
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*abord, si a est positif, on peut employer la seconde 
sformation. On posera 


+ br—e=Va+e2x, dol b—x=azya+ 27; 


__b—a2ya° 
— Tre” 


——— a+ bs— aya 
een 


Va 4 br— = : 
I+2 


£ 








49. Il existe une troisiéme transformation qui permet 


itégrer 
S (2, Ya-+ bz 2) dx, 


nd les deux racines du trinéme a+ bx x" sont 
les (dans le cas, ot x* et le terme constant sous le ra- 
il ont le signe —, les racines doivent étre réelles, pour 

le trindme ne soit pas constamment négatif). 
iupposons d’abord que le terme x* sous le radical ait 
‘igne +3; soient @ et 6 les racines de l’équation 


a+ br+x=0, 
aura 
a+bz+ x= (2—a)(r—6). 
-osons 


+ bz+zt=(2—a)s ou a+ be+2'= (x—a}2, 


n résulte 








r—a)(2—6)=(2—a)2, on 2—6=(2—2a) 2% 
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par conséquent, 
6 — a2? 


(1) t= 








—(1— 2*)2azdz+(6—az*)azdz  2(6 —a)zdz 


(9) dec (r— 2)? T= "Qoa 


Il faut modifier ces formules, quand le terme x* est 
précédé du signe — : on écrit dans ce cas 


a+ bx — x? = (x4 —a)(6—2). 
Posons 
ya + bx — 2? = (x —2@)z, 
d’ou 
6 — «= (x — 2) 2, 


et, par suite, 





_ 6+a2- 
(4) OS Tp 
(5) Ya + bx — 2? = (x—a)a= eal, 


(1+ z?)2a2dz—(6+ az*)azdz_ 2(a—6)zdz 


(0) a= (r+) ~ (re 


350. On peut appliquer cette méthode a 


dx. 
\ ees 


mais il est plus simple de ramener cette intégrale a 





dt 
VI— 2? 
On a 
ae dz 
Ya + b2—a fer ER (»—3) 


226 
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Soit maintenant 


b are | fae 
—-—2z=t(/a+-—, dot dr=—dt(/a+t+-—; 
2 | 4 4 


on 2 





351. Les méthodes précédentes permettent d’intégres 
une fonction rationnelle f(x, /z-+ a, x + 6) dx, qui 
contient des radicaux du deuxi¢me degré portant sur 
deux binémes différents du premier degré. En effet, po- 
sons 





Vx-+-a=z, 
d’ot 


x2=2—a, Vert b=Ve—a+ b, dx=a2zds. 


Par suite, f (a; a+ a, (e+ ee une cer- 
taine fonction F (z, Vz? a+ b) da, qu’il est possible 
d'intégrer d’aprés les méthodes exposées dans cette Legon. 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES. — CAS 
D INTEGRABILITE. 


332. On appelle différentielles binémes celles qui sont 
de la forme 
a" (a+ ba") dex. 


On ne diminue pas la généralit¢ de cette formule en 
supposant que m ét n soient des nombres. enticrs 5 si 


l’on avait: par exemple, x x* (a+ bx?) dx, on ferait 
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x= 2°, d’ot dx = 62'dz, et la question serait ramenée 
a intégrer 62° (a +- bz*)?dz, différentielle bindme dans 
laquelle les yxposants de z, hors de la paranthése et dans 
la parenthése, sont des nombres entiers. 

On peut de plus supposer nv positif, car si l’on veut in- 


tégrer x" (a+ ba-\r dex, il suffit de faire x = ~ pour 


ramener cette intégration a celle de—z-"~* (a+ b2")Pdz, 
ou l’exposant de la variable, dans la parenthése, est po- 
sitif. 

Quant 4p, on aon le su apposer fractionnaire. En effet, 
si p était un nombre entier positif, on aurait, en dévelop- 
pant (a + 5x*)?, un polynéme entier, et si p était entier 
ét-négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces 
deux cas, l’intégrale s’obtiendrait par les procédés qui ont 
été exposés dans les précédentes Lecons. : 


353. Pour trouver d'autres cas ot: la différentielle 
2x™ (a -+- bx")? dx puisse étre intégrée, posons 


@ 


*  F 0 7 , 1. : 
“e _ 3,—a ; , I > Z—- orm 
t= . jee ree 2 at. 
rie ( 6 ) ) - ro (¢ 6: DS 


La différentielle devient alors 


d’ou 





m-+-t 


ees awe -~ 7. Zr GZ. —J oat 
af ; © dz’ 





6. 
et iniggration pourra se faire si, 


m-+i 





(1) == yn .gombre entier. 


En effet, si p est éal 2 a la fraction’ 4, en faisant z= t" 


gration sera donc possible. 





. + et 
.* he , oe , . . ‘ , ot : efi Ve - 
teed BRERS te pe dm ea oe name he ct eat lal eS cet tlhe tee nit whe’ = 


te a. ° 
cower a Be rn rr 
Soa: "ste Bee . X 

ee Seen Sakae eo 


on sera ‘ramené all cas dune fonction rationnelle. Li inté- 


“ie 


1. i 


GS": 


4 


. 
[sadaVOnhit 





adie ta] ied 
’ . 


are 
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304, On trouve un autre caractére d’intégrabilité, en 
écrivant la différentielle binédme sous cette forme : 


a+ (ax—" +. b)P dz. 


La condition qui vient d’étre trouvée devient pour cette 
m+np+i 


formule: ————» ou 
m +1 
(2) —— +p Sun nombre entier, 


condition qui pourra étre remplie, quand Ja premiére ne 
le sera pas. 


Par exemple, pour la différentielle x‘ (a + bx)? dx, 
on a 


po 4S 52 
nr nr oa 

et la deuxiéme condition d’intégrabilité se trouve seule 
remplie. 


REDUCTION DE L’EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHESE. 


355. Comme il n’est pas possible, en général, d‘int¢- 
grer la différentielle bindme x” (a + bx")? dz, il faut la 
ramener a d’autres intégrales plus simples; on y parvient 
au moyen de l’intégration par parties. On a 


fe (a + bx")? dz, = | gmat (a +e bx*\P x"—' dz = fut, 


en posant 

use ; = 
nb (p+ 1) 

et, par suite, 


f a" (a + bz)? dx 
(2) (a+ bxn\Prt m—n-t-! 


~— —— = | pte ny ee te eee 
=a nb (p +1) ~~ nb( (p-+1) 


Je gme (at bana. 
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La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera 
plus simple que la proposée si m est positif et plus grand 
que n, et p négatif, car alors p-+-1 aura une valeur ab- 
solue moindre que p. Mais on peut trouver une formule 
dans laquelle Pexposant de x hors de la parenthése soit 
seul diminué. En effet, on a identiquement 

xe" (a +t bz" )PH! = 2” * (a + bx" (a + bx") 

== az™—* (a + ba")? + bx™ (a+ ba"). 

Par conséquent, 


fra + bx*)P+' dx 
= a f(a + bz*)? dx +- b [ar(a + bz")\P dz. 
Substituant cette valeur dans I’équation («), on aura 
[= (a + bx"? dx 


eng, (4+ b2")P+'  m—n+1 _ . 
Ser pea) abl eay | Cet be ae 


m—att 


——————— of 2" (a+ bar) dz. 
nb ( (p +1) 
Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, 


f(a + bx")Pdx 


en et oer finery f, 
(Ob (np+m+1)  b(np+m-+-1) 


(A) 
—"(a+ bx dx. 


L’intégration de x™ (a -+- bx")? dx est ainsi ramenée a 
la recherche de 


[ona + bx")? dz; 


on fera dépendre celle-ci de 


fore + b2x*\P dz, 
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ainsi de suite, en sorte qué si m-est positif et plus grand 
en,en désignant par in le plus grand multiple den . 
i soitinférieur am, on sera ramené, aprés un npoybrei | 
réductions, a l’intégrale 

oy | 


fen (a+ bury dx, 





Sion avait m—in =n —1, cette derniére intégrale 
urrait s‘obtenir immédiatement, car elle deviendrait 


(a+ bayr 6 


[o(a+ omy de= wpe 





i} 
+. Dgealité . wo gmat. 

ais Pégalité m— in =n —1 revient & ao Ea 
la premiére condition d’intégrabilité (353) est rem- 
e. . , 
Lorsque np + m +1 =0, le second membre de (A) 


end la forme «o —o, et cette formule devient illu- 
m+t 





ire. Mais, comme + pestégalao, Cest-a-dire a 


ry 
nombre entier, on retombe dans le second cas d’inté- 
abilité (354), et Pintégrale. s’obtient directement. 


REDUCTION DE L’EXPOSANT Dv BINOME. |" 
336. Dans Ja transformation (A) la réduction portait 
- Vexposant de x hors de la parenthése,. tandis que le 
steur (a + bx)? ne changeait pas. On peat maintenant, 
contraire, laissant Je facteur x" invariable, ramener 
recherche de l’intégrale proposée & celle d’une inté- 
ale dans laquelle 'exposant de a+ ac sera diminué 
in certain nombre U’unités. ' 
En effet, comme - 
ant 


ae (a se bany des (e+ bay d > 
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Onauras ,en intégrant:- par parties, . 


| farterdery de 
(2) | 
__ at! (a + bx") prb sala af 3. 
| Sa (a+ baryP de. 


Par cette formule, l’exposant du bindme a + bx" a bien 
éyé diminué d'une unité, mais l’exposant de x hors de la 
parenthése a été augmenté de 7 unités. Pour réduire ce 
dernier exposant, on change m en m -+-n, et p enp —1, 
dans l’équation (A); il vient 


{ ze" (a+ b2*)P—' dx 


] 7 aml fat bx" (m—+3)a —{ » 
~. b(up-him + 57 Bape J e+ oY “ 


par suite, en portant cette valeur dans 1’équation (6),. 


fet (a -+- bx Pdx - 
te (at bar apz™*'(a + bx")? 
es | Md (m+ t) (np +m +1) 
fe TP a (at lixt yd, 
up+-m-+i 


et, en réduisant, 


| fete + beypae 


gm ) 
| (a-rbarye _ prens® (a+ bx)P—'dz. 
|, Bp eb ated. Lp +m 


au 


. - Au moyen de cette forinule, on 6tera successivement 
7 de p toutes les unités que contient cet exposant. 


357. La formule (B) devient illusdiine quand on a. 


np-+m+i=o;' °°! 


mais albfs on tetomibe dans le sécond cas d’intégrabi- 


Bei a. 


. 
_ we . 
sh ee ee ’ 
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lité (354), et Pintégrale cherchée s’obtient par un chan- 
gement de variable. 


En résumé, l'emploi des formules {A) et (B) fera dé- 
pendre |’intégrale fi ax™ (a -+- bx")? dx, quand met p sont 


positifs, de Pintégrale plus simple 
fo (a + bar dz, 


in étant le plus grand multiple de 7, inférieur 4 m, et k 
la partie entiére de p. 
Par exemple, on rameénera l’intégrale 


5. 
fe (a + bx)? dx 


1 
a | «(a+ bx*)?dx, en la réduisant successivement, 


par la formule (A), aux suivantes : 


& 
2 


b 
[2( + bz)? dz, f= (a+ bx)? dz, 


et cette derniére, par la formule (B), aux suivantes : 


3 1 
f- (a + bx)? dz, f= (a + bx)’ dz. 


FORMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 
m ET p sont NEGATIFS. 


358. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) 
et (B) ne réduisent pas la différentielle bindme 4 une plus 
simple expression; mais elles conduisent a deux nou- 
velles formules, qui opérent la réduction dans ce cas. 

Occupons-nous d’abord de diminuer |’exposant de x, 
hors de la parenthése. Pour cela, tirons de I*équation (A) 


la valeur de l’intégrale f x™-" (a+ bx")Pdx, ce qui 
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donne 


f "(a+ ba")Pdx 
gm—n+ bx®\e+! b 
wT ah batt Ome MPH) Fang 4 bar )Pde. 
(m—n-+i)a (m—n-+1)a 
Ensuite changeons m—7n en —m ou m en —m--n: 
nous aurons 
a" (a - ba®)P+' 


a" (a+ bx")Pdz = — (m—1)a 


(C) 
_ fp eT faves a + bat \P dx. 


(m—I)a 


Par l’emploi répété de cette formule, l’intégrale cher- 
chée pourra étre ramenée a la suivante : 


fare (a +. bx" \P dx, 


dans laquelle in représente le plus grand multiple den 
contenu dans m. 
Si lon avait 


—m+(iti1)rz=r—?, 


Ja derniére intégrale deviendrait 


p+t 
fen (a + bz")? dx = (a + ban)P* . 
b(p +1) 
Mais comnie on a 
— mM +I ° e 
—— =—i=um nombre entier, 


on retombe dans le premier cas d’intégrabilité. 
359. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B) 


f a" (a + bat)P—' de 


a™t' (a+ bz"\P  npt-m+1 


a a Pn fala + bx")? dz. 


anp anp 
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ii Pon change dans ce résultat p—1 en =p ou'p et 


2-+1, on aura 
fre + bx*)-Pde= sila + bayer, 
an(p—1) 


_ eM foes bary-rnde, 
an(p—1) 
iil p est plus grand que 1, la valeur absolue de I’ex- 
ant du bindme sera diminuée d’une unité; en conti- 
int la réduction, on finira donc par ramener cet 
‘osant a étre compris entre o et 1. " 
Quand p =1, cette formule devient illusoire, mais ce 
est un de ceux of I'on sait intégrer. 


’ 
160. Une différenticlle de la forme 
af (az? + bap de 


it se mettre sous la forme xt"? (a + 6b: sr dex, | et 
ient ainsi une différenticlle bindme. 





161. Les formules précédentes permettent aintégrey 
liftérentielle ay 


»@’ailleurs, tombe toujours dans‘l’un des deux cas d’in- 
rabilité. La formule (A) donne alors. -*., 


adz evi mat (ide 
2 smi - . 


faisant successivement m =1, 3, 5,...,on aura... } 
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dou l'on tire : ' 
! 2 GC 








et, en général, si m est un nombre impair, 


Sa : 
yi— 2? 


m—t —t)a2n-3 4...(m— | 
= (Se + + af) Vira, 


m (m— 2\m 


J. 2, . ee . ’ 
Si m était un nombre pair, on arriverait 4 la formule 





rls Sos a pe . 
Yi— 2? | oo, 
zm) (m—s)a"- 3.5... (m—1) 7] -——- 
— eae CO —————— wee ——————————— _ 2 
_ | m + (12 — 2)m Fah 2.4.0.. m =| — 
-We 'e ee im — ‘ " , . | 
4+ 1.3.5. .-(m—1) arc sinx.-+- C. . 
2.4.6. oedtt 2 2 ew’ - . sty «. i,. 


|,’ EXERCICES. — 


4. Calewler +. ‘ a Lea 


"dx. 7 
Sai 
So. Brion. — Cette tntégrale se Taméne a Sat sin? ‘a - posant 
t= sin 9. yt ro 
2. Calculer ; ie: | 
$ ? “xX = : , 7° ° i 
3 
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Sonvtion. — On a, a une constante prés, 





1 Vat bat ava, 1 . 
ae Va Var ba + Va aver ba? eornnre| 
3. Calculer a 
x= (oF 
(a+ b2*)? 
Sonn. X=, (—2—~-__" _\ic. 
LUTION. @\ Japoet 304 6) + 


4» Calculer 
= (—_—“__.. 
(e+ ex?) fa + ba? 
Souurton. — Si be — ae est positif, 


_ 1 1 (Hak elebe yee 40; 
ay(be—ae)e \ (a+ bz*)e — x be —ae ; 








si bc — ae est négatif, 


aro tung (Vee Fe 7) +6 


dz 
x= | ———— 
a= 


donner la tangente, le sinus et le cosinus de cette intégrale. 











SoLvrion. X = are sin=— +C, 


xy 


En supposant nulle la constante arbitraire, on a 





sink =2—2, cosX = 2VE ERI 
avi 
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INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 
Fonetions qui se raménent aux fonctions algébriques. — Intégrale de 
*Pdz, — Intégration de quelques fonctions exponentielles et trigo- 
. nométriques. — Intégration des produits de sinus ou de cosinus. — 
Intégration de sin” x cos xdz. 
\ —— 
FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS 


ALGEBRIQUES. 


362. On raméne aux fonctions algébriques, par une 
simple substitution, les intégrales qui renferment sous 


le signe f une fonction algébrique d’une transcendante, 


multipliée par la différentielle de cette transcendante : 
telles sont les intégrales 


[acreae, fro atdz, [roe &, 


[r(ina) coszdz, [rcose) sinzde, 
f "p(are sin) — 





a: 
» frtererangs) we 


l Par exemple, si ]’on veut obtenir 


ford 


, dz a 
on posera lz = z, d’oa z= dz, et, par suite, 








\ ad at 
| fos = a=" +6, 
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ou 
a] 
fox g=& +6. 
= Att 


InTécRaLe pe 2"Pdxr. 


363. Cherchons 4 intégrer une fonction telle que 
z"Pdz, z étant une fonction transcendante de x. Po- 
sons, a cet effet, 


frae=e, foge=s [RZaeaseo 


ona 


fore = fedqaqw—a feigas, 


2 Qde = f dR = Re — (2 — 0) feonats 
forrea 2d S = $2"? — (x — a) f 2" Sdz...; 
par conséquent, 
(A) foreman annem + a(n) se... 


La loi de ce développement est évidente. On aura l'in- 
tégrale cherchée si n est un nombre entier positif, et si 
lon sait obtenir les intégrales désignées par Q, R, S, etc. 


364, Exemp.es. 
ro for ueraes 


ona 





Pas, s=Is, a : 


z 


par conséquent, i 


Par 0 
Q=s, R= 
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done 
f a (Lede 
= er Sep + HEED eye 
+7 ‘a(n —1)...3 
eo 


Si, dans cette formule, on pose lz = z, on 


alnxs) 


frowat ea Zey at 


2 fore sinz)"dzx, 
Il faudra faire ici 


z=carcaing, P=1. 
Onaura | * 





U= [dz=z, 


et ainsi de suite; la substitution de ces valeur 
formule (A) donnera, ¢ en groupant convenabl 
termes, y 


flares ae 
sre[t— n(n —t)e$ amet) (a—2)(n—2 


+ yt— 2?[22"-! — n(n —1) (n— 2) +. 


Sromw. — An., 1. 
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rsque 7 est un nombre entier positif, ces deux séries 
: , « 

minent d’elles-mémes. 

Yon pose aresinz = z, on aura 


yi—ai=coss, dez=cosedz, 
formule précédente deviendra 
oszdz 


sinz[2"—n(n—1) 2-4-2 (n—1) (2 — 2) (n—3) 2-'—...] 
+ cosz [nz™! — n(n —1)(n — 2) 7 +...), 


tte derniére formule est d’ailleurs une conséquence 
: autre plus générale. On a 


f(z) cosadz = f(z) sinz — f. f'(x)sinzdz, 

f'(2)sinzds = — f' (2) cose + f f" (2) cosedz, 

f" (2) cosedx =f" (zr) sinz — f f(z) sinzdz, 

isi de suite; par conséquent 

f(x) cosede =[f (=) —J" (2) +F"(2) —---]sine 
+P @)—F* (2) $F (2) — «Joos, 


itégrale pourra toujours étre obtenue si f(x) est une 
ion algébrique et entiére. 


3. Quand n est un nombre négatif ou fractionnaire, 
‘eloppement (A) renferme un nombre infini de ter- 
il fait alors recourir 4 des artifices particuliers 


Si 
(Izy 


EMPLES. 
nt un nombre eatier positif: si l'on pose Lx = ¢, 











e 
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e > se a edz 9 ° o < 
cette intégrale reviendra a = et Pon aura, en inté- : 
prant par parties, 4 
edz e* + I - dz - 
ze (1) RI za 3 
erdz ; 
Au moyen de cette formule, on fera dépendre > 2 
de une a 
: 
e ge o dx 4 
série, et l’intégrale cherchée de = 4 
z 3 
e*xdx : 

2° a 
(1+ 2)? , 

posons 


I+2—=sz, dor #==38—I5 


lPintégrale proposée devient alors 


s—1 — —t “3 
f= (z 1) ds o= fa fs dz ; 
(fee— Jes) 
—_—~- — CF — * 

ée 2 2 


En intégrant par pares on aura 


[lea fzae — fea(z)=2+ oo 
z a - 


et, par suite, 


te fa te ee 
prt rhe tates i NN OP tee wh eae i eaten ee! 


Paes 


f. 


“h 
v. .m .. 


ee MO . 
CYS HET 


exrde 
(1+ xP 


e* e*—'! e* 
2 2 Ii+2 


a) 


| 
I 





I 
€ 


oie DSS Ey ue 


INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES 
ET TRIGONOMETRIQUES. 


- 
«3 

VE 
ey: 
N . eo 


366. Les intégrales f e** cosbhx dx et { e* sinbx dx 


peuvent étre déterminées simultanément au moyen de ]’in- 
23. 





k o 
Eiders 0 . 
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tégration par parties. On a, 4 cause de e**dx = — 
(1) [etcosbeds = — cos bx -+- z f evsints dz, 

: e b 
fe sindxdx == | sin ba — - f ercosbeds. 


De ces deux équations on tire 


7 __ &* (acosbz + bdbsinbr) 
fe cos br dx == eae +C, 


ee e** (asin bx — bcos bx) 
fe sin brdx — — eR +¢. 


367. On peut encore déduire ce résultat de la formule 


[leo idagg oe 
& a+ b/—1 . ‘ 


’ 





ou, aprés avoir remplacé les exponentielles imaginaires 

par leurs expressions trigonométriques, on égalera les 

parties réellesetles parties imaginaires des deux membres, 
Plus généralement, pour obtenir 


 wercosbeds et f wersinbs dz, : 


il suffit de remplacer, dans la seconde formule, page 353, 


- 
oe 


m par a-+ bV—1, et d’égaler séparément les parties 
réelles et les parties imaginaires des deux membres. 


368. On intégre f(sinx, cosx) dx, f désignant une 


a ae 


6 


e e | 
fonction rationnelle, en posant tang {t= * Il en résulte 


22 





ELT EE TATE ER EE LO EET ee LE 
* . - vat - Tt, . . 





. . I I 
Sin & = 281n — Z2COS — z = 3? 
2 2 T+ 2 
I . I I— 3’ 
cosz == cos? — + — $n? — r+ == ’ 
2 2 I-+ 3? 


adz ‘ Oo . 





ens 
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d’ou 
{ 22 1— 2"\, 2dz 
d. — ee Qe ———_— 
J (sinz, cosxr) dx (35 —) pe” 


fonction rationnelle par rapport a z. 


369. Voici quelques fonctions trigonométriques qui se 
présentent souvent dans les calculs et dont l’intégration 
sobtient avec facilité. 


sin2.r 





‘e 


1° fins cosxdx = | sinzdsinzxs = 


On peut aussi écrire 
. I . 1 . 
frinz coszdz —= 3 fsinazds = 7 sin2rd(22). 


Donec 


4 


Il est aisé de s’assurer que ces deux expressions de la 
méme intégrale ne different que par une constante. 


. ad . 
2° tangede = —f OS = —Ilcosx + C, 


. I 
fsinzcoszds = — -cos2z% -+C. 














COS x 
ou. 
ftangeds —] a + C. 
COSz 
dsin x . 
3° fcotsde— . = Isinz + C. 
sinz 
7 dx 
dr cos? dtan 
ge \ swSbez — - Sa f TREE Stange +6. 
siz cos x sinz tang 
cos x 7 
[#0 
5o dz a —ltang-2+C 
sinz ~~ | ° 
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6° {< = —ltang (7 — 52) +6. 





cosz 
Cette intégrale se déduit de la précédente en remplagant x 


ar —2x 
pars : 

I it 
7° [as\ireme= fad ($+) Vasia = = 
I 

—=— 2 2cos- x +C, 
On trouvera de la méme maniére 


[aevi= cosa = 2 Yasin ~ 2+ C. 


go ax 
asinz -+- dcosxr 


On pourrait ici employer la méthode générale. (368); 


mais il yvaut mieux écrire 


ax 
i + bcosx aa 5 asin - bcusz 
ya+e + b? TR +- 6? 


e 5 e b . 
Si l'on pose ia = cosk, d’ou —== sink 
a a? -}- 
on aura 


ax __ } dx 
asing + bcosx ya? +. 62 | sin(e+ k)? 


ou bien (5°) | 





| dx I zteh 
J cams bees = Tp a TG 


° ax 
9 asinz + dcosx +c 


Il faut employer, dans ce cas, la méthode générale (367), 
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I ; e e 
et poser tang— x = z : on est alors conduit 4 intégrer la 
fraction rationnelle 


2dz 
2az + 6 (1 — 27) +e(it 2)” 


ce qui donne, suivant les cas, 


(¢ — b) tangix +-a 
3 
Ye? — 6? — a? 


I ) (Cb) tangge te—Va+ hme 


Va? +- b? — e (e — b) tangte + at ya+ 6? — ¢? 


Va— bai arc tang 


ou 


INTEGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 
370. Soit proposé de trouver 
f sin (ax -+ 6)sin (a’x -+- 6’) dz. 


On a, d’aprés une formule connue, 


sin (az +- 5) sin (a2 -+-°b’) 
__cos[(a—a’)z+b—D']  cos[(a+a’)a+b +5) 
2 2 
d’ou 


sin (az + 6)sin(a’x +- b’) dz 


__sin[a—a')z+b—b'] _ sinf(a+a’)r+b + b’| 


a(a—a') a(a-raly 


Cette formule devient illusoire quand a = a’; mais, 
dans ce cas, le terme 
' t 
cos[(a — a')x+-6—b ] ae 
2 
cos (6 — 3’) 
2 


__ pl 
cos (5 b") 


seréduit a dx, dont Vintégrale est 
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En général, il sera toujours possible d'intégrer un 
produit d’autant de sinus et de cosinus que l’on voudra, 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax -+-b, 
puisqu’on saura toujours transformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 


371. On peut, par ce moyen, déterminer 


{ sintzdzx et f cos* zdzx, 


quand 7 est un nombre entier positif; mais il vant mieux 
développer sin"x et cos"x en fonction des sinus ou des 
cosinus des multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 


. I. . ; 
sin'z = (sindz2 — 5sin3x + 10sinz), 


ona 


. I I 5 
f simsede = 6 (- 5 cos5a2 + 3 cos3.xz — 1060s. + C. 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES DE LA FORME 
sin™ x cos’ xdax. 


372. Silon pose sing = z, d’ou 


+ 
. 


-t 
cosz = (1—27)* et dx=(1— 2) *dz, 


ona 
n—l 





sin".x cos"xdx == 2"(1—2z*) 7 dz, 


d’ou l’on voit que si m est un nombre entier impair, po- 
sitif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On 
verra de méme, en faisant cosx = z, que lintégration 
pourra se faire quand m sera un nombre entier impair, 
positif ou négatif. 

Dans tous les cas, quels que soient m et 7, on raméne 
cette intégrale 4 d’autres plus simples au moyen de l’in- 
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tégration par parties. On a 


f sin” x cos" dx = f cos*—'x sm".x coszdz 





. . sin?+! 
= [com's sinted(sinz)= f co+2a =, 
. m+ 

et par conséquent 

f sin" x cos" x dz 
(P) sin"™*'z ana—I . 

| = cos?" 2 ———_- f sin**? x cos” xdz,. 

m--1 m--1 


Cette formule est avantageuse lorsque m est négatif, 
etn positif. Mais il est possible d’obtenir une formule 
dans laquellel’exposant 7 seul soit diminué de deux unités. 

Pour cela, observons que 


sin™*+? x cos"—?.z = sin" x (1 — cos*z) cos’ x, 
sin™+? x cos"—?.2 = sin” xcos"—?.2 — sin" xcos"z, 
f sin"+? x cos" 2dz 
= f sin"z cos""2dx — | sin"xcos*xdz. 


Substituant cette valeur dans la relation (3), il vient 


sin®+! 2 
m-+- I 


( f sin" z cos" zdxz — | sin” z cos'edz) 


sin” x cos" 2 dz == cos"—'z 


° 
n—I 


+ 
m+ 





ou bien, en réduisant, 


fi sin” x cos" % dx 
(B) 


sin”*+! x cos"—'¢ n—I 
m+n | MER 





f sin”. cos" 2 2dz. 
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Ainsi f' sin"xcos"x dx estramenéea { sin"xcos"~*xdz, 
a raménerait de méme cette derniére intégrale i 
‘Sinn cos"-'xdzx, et ainsi de suite; en sorte que si nest 
nombre entier positif, on sera conduit 4 l'une des deux 
tégrales ff sin"xdz, ou | sin"x cosxdzx, suivant que n 


tpair ou impair, intégrales qu’on sait obtenir. En effet, 
yus avons indiqué plus haut (374) le moyen de calculer 


sin"xdx, quand m est un nombre entier positif, et, 
un autre cété, on a 


, ome dein « sinh 
f sin" cosede = [ sinzdsing = 2 
m+ 





+. 


373, La formule (B) devient illusoire quand m= —n}; 
ais, dans ce cas, la formule (f) donne 


7 
f tang"cdz = aes — | tang™**2dz, 


Changeons maintenant m + 2en mou men m — 2, et 


‘solvons par rapport a fangreds 3 il vient 


’ tang"2dz—= fangr — | tang™“"xdz. 
) * m—t ne 


ette formule sert 4 réduire l’exposant de tang, et con- 
iit, selon que m est pair ou impair, & 


fuaers 


fesgeds = — lone +6. 








374. La formule (B) fait porter la réduction sur l’ex- 
ysant de cos. Mais on peut en obtenir une autre qui 


iduise l’exposant de sinz en remplagant x par 5 —2, 
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m par net n par m dans la formule (B), ce qui donne 


J $in™ x cos" xdz 
(D) 


__ sin™~t x cos** x m—t ‘ 
——— | sin™*xcos"xdzx. 
math men 
Cette formule sert 4 réduire l’exposant de sinx lorsque 
m est positif. Si m est un nombre entier pair, on a vu qu'au 


moyen de la formule (B) on ramenait Vintégrale pro- 
posée a l’intégrale f sin” cdx. Maintenant, au moyen de 
la formule (D), on la raménera, si m est impair, a l’inté- 


grale f sinxdx = — cosx + C, et, si m est pair, a l’inté- 


grale { dx = x + (C. Done, lorsque m et 7 seront entiers 


et positifs, il sera toujours possible de trouver l’intégrale 


‘f sane cos"x dz. 


375. Les formules que nous venons d’obtenir ne pour- 
raient étre employées dans le cas ou l'un des exposants m 
et n, ou tous les deux, seraient négatifs, Mais elles en 
fournissent d’autres, qui permettent de faire les réductions 
dans ces derniers cas. 

Supposons m négatif, nm étant positif ou négatif; en 
remplacant m par — m -t+- 2, dans la formule (D), et en 
résolvant par rapport 4 l’intégrale qui est dans le second 
membre, on aura 


(E) cos"z dx cos*+! z " m—n—2 [{ cos’x a 
oOo eee eee _— ee - AS 
sin” x (m —1) $in®~'x m—t sin" 27 


Vintégrale proposée se raménera donc a { cos"xdx oua 


cos" & 
{= dx, suivant que m sera pair ou impair. 
sin x 





i COURS D'ANALYSE. 
176. On déduit de la formule (D), en supposaat n =0, 


int OST —TI *. 
f sintarde = — SOT CO8t f sint?2dz, 
. a m 


par conséquent, si m est pair, 





faoreas=— SOS) sine + 2 x sine 
oe mm —3).. 

* =a) 4) 

(m= (m= 3) eo Bet 

(m—a)(m—§)fa ] 
(m —1\(m —3)...3.1 2 


+ (a 2\(m 9) ham 


im est impair, 


* cosz[ m—l.. 
sin™xda. sin”—'z- sin" z 
m m—2 


sin" *z +... 


+ 


+C, 











(m—1)(m 
( 


obtiendra de la méme maniére 


feosrede. 


EXERCICES. 


x= | x Fom 


liter & part le cas de a= b et comparer le résultat avec celui 
donne la formule générale. 


+ 





|e 


=2)(m— 


. Calculer 


‘oLuTIoN. a > 4, 





Le ee 
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X= | cos6d@ i 
(a+ (a -+ bcos4P ap 


. ht: asin® 9 
Sonoma (1 = b iNet fc xy 
On est ramené a la question précédente. Sia = b, © 


2. Calculer 


2X = + tangig— I 
a’ X == tang = 6 g tang? = 8. 


| dx 
R= fig 


SOLUTION. =—el(1— 2) -+al- I-v@ig 
| vx 


+ Vz 


3. Calculer | 
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TRENTE ET UNIEME LECON. 


DES INTEGRALES DEFINIES. 


Définitions et notations. — Signification géométrique. — Exemples d’in- 
tégrales définies. — Des intégrales considérées comme limites de 
sommes. —- Remarques diverses. — Calcul approché d’une intégrale 
définie. — Nouvelle démonstration de la série de Taylor. . 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


377. Lorsque 9 (x) est une fonction de x, dont la dif- 
férentielle est f(x) dx, on a : 


[ Fix) de=9 (2) +65 


p(x) + C est nommée Vintégrale indéfinie de la diffé- 
rentielle f (x) dx. Ordinairement on fixe la valeur de la 
constante indéterminée C d’aprés la condition que !’in- 
tégrale devienne nulle pour une valeur particuliére a; 
attribuée 4 x. Dans cette hypothése, C= — 9 (a) et 


f f (x) de = 9 (2) —9 (a). 


Il reste encore dans cette expression une indéterminée x; 
mais si l’on donne a x une valeur particuliére 5, lPinté- 
grale, qui devient 9(&)— (a), est complétement dé- 


b 
terminée. On la représente par la notation f Sf (x) dz, 
a . 


et on la désigne sous le nom d’intégrale définie, prise 
entre les limites a et 5, ou depuis x == a jusqu’d x= b. 
On a done 


b 
f Fl2)o=0(0)—9(@). 
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Ainsi la valeur de l’intégrale définie s obtiendra en fai- 
sant dans l’intégrale indéfinie x =a, puis r=), et 
retranchant le premier résultat du second. 


SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DE LINTEGRALE DEFINIE. 


378. Soit CMD la courbe dont I’équation en coordon- 
nées rectangulaires est y= f(x). On a vu que f(x) dx 
était la différentielle de ]’aire d’un segment terminé 4 une 


ordonnée variable : f. f(z) dx est donc, d’une maniére 


Fig. 73. générale, |’aire comprise entre 
la courbe, l’axe des abscisses 
et deux ordonnées quelconques. 
Mais si la constante arbitraire 
est déterminée d’aprés la condi- 
tion que l'intégrale ou l’aire soit 
nulle pour z=OA=a,OP=z 
étant l’abscisse d'un point quelconque de la courbe, la 
valeur de l’intégrale pour cette valeur de x sera la sur- 
face ACMP. Par conséquent, si l’on y fait x = OB=85, 


la valeur de l’intégrale représentée, comme nous l’avons 


b 
dit plus haut, par f f(x) dx, sera la surface CABD, 





comprise entre la courbe, l’axe Ox et les deux ordonnées 


fixes AC et BD. | 


EXEMPLES D INTEGRALES DEFINIES. 


379, 


, grt 
y° fear= + C; 
: - A+1 








I 

. I e . [ 

f a dx = —)». sin-t+1 est positif. 
0 n+l 
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7 rn Te Re Mgt a ae rae 7 of oo | Ey Soil 
met BUG ee Le oan ik aes 79 a ae ‘ 2” eau oe sou ee ate on ee od dente p 


‘a 
ar 


v 


- . eo 
¥ re rea a co 
dent aia a Pst es Be: 








368 COURS D ANALYSE. 


I 
f(z)= 327—ar+5° 
3a2—1 


Jo (2) ae are tang “= +6, 


[fe dz= Ti (re tang 7 — arc tang aa) 
vig 


I 
—= ——= arc tang —— 


V4 8 


b 
3° fGeare+e, = =1(5). 
x a1 2 a@ 


ax 
a’? + 2 


ae — | are tangi1=— = 
9 +e a 5 ~ fa 


dx . | dx . 
5° = are sinz-+-C, ——— == - 
fia xt o Vi-—z 3 


9 
2 


6° f sin™ ede a Word (2271) a 
8] 


2.4.0...2n 2 


I x 
= — arc tang — + C, 
a a 











Cette derniére intégrale se déduit de la formule (G) du 
n° 376, dont tous les termes, & l'exception du dernier, 
s'annulent aux deux limites. 


INTEGRALES DEFINIES CONSIDEREES COMME LIMITES 
DE SOMMES. 


380. Dans ce qui précéde, on suppose f(x) finie et 
continue depuis x = a jusqu’a x = b. Dans ce cas, I'th- 


b 
tégrale définie f S (x) dx est la limite de la somme 


des valeurs infiniment petites de la différentielle 
f (x) dx, lorsque x varie, par degrés insensibles, de- 
puis a jusqua 6b. 
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Supposons, pour fixer les idées, a moindre que 8, et 
Fig. 74. - admettons que f (x) croisse con- 
slamment depuis f(a) jusqu’a 





Jf (8). -Considérons la courbe 3 : 

CMD, dont l’équation, en coor- “4 

données rectangulaires, est 

J =S (=). : 

Soient OA =a, OB= 6, OP =x, MP=y, PP’= Az. 4 
On a vu, dans le caleul différentie}, que l’aire CADB zt 
élait égale 4 Ia limite de la somme d’une infinité de 4 
rectangles tels que MPP’I. Or on a MPP/I = f(x) Ax; 4 
donc, si l’on désigne par 2 [ f(x) Ax] la somine de tous 4 
ces rectangles, on aura | ee 
b “al 

aire CABD = f f (2) dx = lim SY [f(2) de] = J (F(z) az}, a 


ce qu'il s’agissait de démontrer. 

On démontre ‘encore ce théoréme d’une maniére pu-_ 
rement analytique. En effet, soit (x) l'une quelconque 
des intégrales de f(x) dx, en sorte que f(.c) = 9' (x): 
on aura 2 

9 (x-+ dx) — 9(x) =[9’ (xz) +4] do; | ‘ 


. aes . 
soi ad eee 


ve 


Mee A 


.ou 

(1) ae (2) ==[f(2) +a]az, 

a étant une fonction de x qui s’annule en méme temps 
que Ax. Or, si l’on fait varier x par degrés quelconques 
égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés, de- 
puis r==a Jusqu’a x= 6, on obtiendra, pour chaque 
valeur attribude 4 x, une équation analogue 2 a léqua- 
_tion (1); en ajoutant toutes ces équations, on aura dans 
le premier membre la somme des ‘valeurs de A9 (x), 
“c’est-d-dire l’accroissement total de oe s) ou @ (5) — 9 {a); 3 
.il viendra donc. ot 


“{8). 9) e()= > cf La) se}+ Biase , | ee 
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Mais, d’aprés un théoréme démontré (16), on a 


lim } (edz) =o. 


Donc I’équation (2) devient, en passant a la limite, 
b 
p (b) — 9 (a) =| SI (ax) dx = lim > [f (x) z]=> [fF (x) dx}. 


Ainsi l’intégrale définie est la limite vers laquelle tend 
la somme des produits tels que f(x) Ax quand x varie 
par degrés de plus en plus rapprochés, depuis a jus- 
qu’a 5; ou, sous une forme plus abrégée, l’intégrale est 
la somme des valeurs infiniment petites de la différen- 
tielle. 

C’est a cause de cette propriété que l'on désigne Jes 


intégrales par le signe f , lettre initiale du mot somme. 


REMARQUES SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 


381. Dans la formule 
b 
(1) [ #2)a2=9(6) 91a), 
a peut étre plus petit ou plus grand que 5. Ordinaire- 
ment on fait en sorte que a soit inférieur a 6. Or, quand 


il,n’en est pas ainsi, on raméne aisément ce cas au pre- 
mier. En effet, la formule (1) donne 


(a f Sle)ae=4(@) 9s 
d’ow il résulte que 


(3) [ felae=— f Fla) de, 
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Ainsi l’on peut intervertir l’ordre des limites d’une 
intégrale définie, pourvu que l’on change le signe du 
résultat. 


382. Sie est une valeur de x comprise entre a et b, 
on aura 


b re 
J (x) dz = 9 (b) —9 (2), J (x) daz = (ce) — 9 (a), 


fre tex fs ajae+ fF (e) dz. 


On peut encore démontrer cette formule en s'appuyant 
sur le théoréme du n° 380, ou bien en remontant a l’in- 
terprétation géométrique des intégrales définies. 

On démontrerait de méme que 


f “fla\da— f “Slelde+- J f (a)dan-- f * Fle\dn-t I ‘Aa\de 


et ainsi de suite. 


CALCUL APPROCHE D UNE INTEGRALE DEFINIE 


383. Quand on ne sait pas intégrer une différentielle 
donnée f(x) dx, on peut souvent parvenir a deux limites 


b 
qui comprennent I’intégrale définie f Sf (x) dx. Pour 


cela, soit }(x) une fonction de x telle, que f(x) soit 
moindre que f(x) pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et b. Je dis qu’on a l’inégalité 


forerae> fs (x) de. 
24. 
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La considération des courbes Je démontre d’abord trés- 
simplement. En effet, soient CMD et C’M’D’ les courbes 
Fig. 75. dont les équations sont respec- 


uvement y= f(x), y=(z); 


comme de 
z=OA=a A xr=—OB=—8, 


ona 


SF (2) > (2); 


la courbe C’M’D’ sera au-dessous de la courbe CMD 
entre les ordonnées CA et BD; par conséquent on aura 


aire CABD > aire C'ABD’, 


(1) frerd> veer, 


Autrement : puisque f (x) — (x) est > 0, pour toutes 
les valeurs de x, depuis x = a jusqu’ax = 5, Viatégrale 





f " [ f (x) — (x) ] dx, dont la dérivée est positive, croit 


en méme temps que 2, et comme cette intégrale est nulle 
pour x = 4, elle est toujours positive : on adonc 


fet eleedo, ou [sear [vee 


De méme, si x(x) est une fonction de x telle, que 
x (x) surpasse f(r), de r=a ax=b, onaura 


(2) fre a< fix (#) dx. 


_ Par conséquent, si l’on sait intégrer }(x)dx et y(x)dx, 
b 
on aura deux limites qui comprendront f Sf (x) dx. 


384. Exemp.e. 





f° dx 
oO yi—z 








‘oe ’ 
[ree it” 
“SBes bac ial 


lant ‘ 1 af it 
Poms re Sa 2 OY . 
ay 
sat then Sr 


nae. 


TRENTE ET UNIEME LEGON. 373 
Tant que x est plus petit que 1, on a 
I 


I< ew 1, 
yi—-2 YiI— 2 


‘ " ¢ 
.? an a ‘ to . “s tates .. 
be it a ke has £delat 


et, par suite, 


Or | 7 


4 L i 


3 2 dx . it ' 
0 9 Yi—2 2 7 


Donc on aura 


05< fe 


NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 











385. Les propriétés des intégrales définies conduisent 
a une nouvelle démonstration de la série de Taylor. On.a 
identiquement 


f(a+h)—f( @=f f'(ath—t)dt; 


. . 
ep a eo. ae 


io eae Oe 
Bis FI en gt!) 


mais |’intégration par parties donne successivemen 


t > of 
[ fleta—aae J 
o 3 
t 7 
=yi(eth—a+ f tf" (x+h—t) dt, 4 
0 a 
f tf" (a +h—t) det 
0 


— t S"(2+-h—t)+ Demet fi t) at 
«1 (t+ h — » (12 ( n— t) dt, 


t t2 . 
f Tat (2 +h—t)de 








er ere 
=Ta3l (she) f I ETA (e+ h—e)a, 
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le suite. En ajoutant toutes ces égalités, aprés y 
tt=h, onaura 








Se) +7 2) pape peer, 





ant le reste 





[lrmtes h—s)ende. 


0 


intenant M est la plus grande valeur, et m la plus 
eur que prend f*+# (x+-h—t) de t=0 at=h, 





h 
a ap Mae 
Kota f Merde 1.2...(2-F1)” 
he mh™ 


1 
t> af mes de 1.2.00(2-+1) 


est compris entre 








het 
Tantei) Me 12...(0-F1) 
17), si la fonction proposée et toutes ses déri- 
squ’a la (nm +1)", sont finies et continues entre 
es xet x-+h, R pourra étre mis sous la forme 


eet eas ‘i 
Re Tera (+04), 

ant une quantité positive moindre que 1 : ce qui 

2 avec ce qu’on a trouvé par d'autres méthodes. 
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TRENTE-DEUXIEME LECON. 


SUITE DES INTEGRALES DEFINIES. — INTEGRATION PAR 
' LES SERIES. 


Intégrales dans. lesquelles les limites deviennent infinies. — Intégrales 
dans lesquelles la fonction sous le signe f{ devient infinie dans Jes 
limites de l’intégration ou & ces limites. — Intégrales définies indéter- 
minées. — Intégration par séries. — Exemples. 
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DES INTEGRALES DEFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 
DEVIENNENT Y¥NFINIES. 
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386. Nous avons jusqu’a présent supposé que, dans 


a 


b ” a 

Pintégrale f Sf (x) dx, les deux limites a et 6 étaient . 
a A 

finies, et que la fonction f (x) était finie et continue entre ' 
ces mémes limites. Nous allons maintenant chercher ce 2 
que devient l’intégrale lorsque l'une des limites, 5 par - 
oa 


exemple, est infinie, f (x) restant finie et continue. Dans 


b 
ce cas, la valeur de l’intégrale est la limite de f f (x) dx, 


ei ae aS 


nol 


quand 4 croit indéfiniment. Cette valeur peut étre finie, 
infinie ou indéterminée, comme on le verra par les exem- 
ples suivants. 


387. 1° {- c7* dx. 
0 . 


On a d’abord 
fords=— e*4.C. 


es 





Donec 
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n faisant b= 0, 


7 . 
[Crean 
‘0 4 


Ton construit la courbe y = 4b on obtient une bran- 


Fig. 76. che infinie asymptote 4 l’axe 

jc: Vintégrale définie repré- 
sente l’aire comprise entre cette 
branche, l’ordonnée OA et l’'axe 
Ox. 


es 
f ede. 
‘0 





na, dans ce cas, 


6 rd 
f edz—P—1, f eFdza=m. 
0 d 
2 dx 
Pre 


tégrale indéfinie est 
dz 
Pret + are tang = +C. 
suite, 
o dr ro} 
= = ware tang -» 
fo T+ ec e 
: ‘ 
ode 1 tangeo = * 
|, Bee OMB =o 
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[> o) 
5o f cosx dz, 
Me's 


b 
fy f coszdxr = sin 63 
Oo 


ra 


° ra re : , weg et why A ap 4, id ek, a; 
: en ‘. te, re er £y fe Ne are 
SMe Lion tine? ated. tas at$- Minis wan Pa LQ Suc Yale A ee aes eee ee 





mais quand & tend vers l’infini, sind ne tend vers aucune 


ee 


4 . Na hint 


2) 
Hmite déterminée. La valeur de l’intégrale f cosxdx 
ot e Oo 


est donc indéterminée. 


388. On peut quelquefois reconnattre si l’intégrale 


f ” f(2) de 


a une valeur finie quand 5 devient oo. 
Supposons 6 trés-grand, mais non infini: en appelant & 
une quantité comprise entre a et b, on a 


frees flr dz +f Flea, 


Puisque f (x) ne devient pas infinie, la premiére par- 
tie de l’intégrale est une quantité finie; il suffit donc de 


ne 


(eo, 
«. a ~ ee og, 
 atetes Sy aS Leer sadam 


-3 - 
eae 
2 SHAS artice ob® 


a are 
ats” acetate? 


. + ‘ 
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b 
savoir si l’autre partie f f(x) dx est finie. Mettons 
k 7 
f(x) sous la forme . 


f(2)= 


(zx) 
ax ? 


« . y * XN 





(x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes 
les valeurs de x plus grandes que k. Soit M Ja plus grande, 
et m la plus petite des valeurside w (x), pour toutes les 
valeurs de x plus grandes que k : on aura 


MS mo 
Lovee. 
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[rejeecuf"S, 


frees, (=- 


quand 7 est plus grand quer, le second membre de 


+ inégalité se réduit, pour = 00, & — Far Done 


aura donc 





égrale f ° Sf (x) da a, dans ce cas, une valeur finie, 


est moindre que 1, on aura 


[seaamf'S, 


8 
ff teree> era. 
k 





1—n étant positif, le second membre de cette iné- 


b 
€ devient infini pour b= co : donc | f(x) dx, et 


& 
suite f S (x) dx, est infinie pour b=. 


afin, si =1, ona 


[fed>n [Sam (3) 


(7) == 00 quand 6 =o: donc 
[re dz=0. 


. méme remarque s’applique a l’intégrale 


f * ste) az, 
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s (2) 
x 


quand on peut mettre f(x) sous la forme —— (x) 


restant finie pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— oo el une certaine quantité moindre que Ob: cette inté- 
grale est finie si 7 est plus grand que 1, et infinie si 7 
est inférieur ou égal a 1. 


INTEGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE 
SIGNE f{ DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE 


L’INTEGRATION OU A CES LIMITES. 


389. Dans le cas ot f (x) devient infinie pour x = 4, 


b 
on définit {| f(x) dx comme étant la limite de l’in- 


bot 
tégrale I (x) dx, lorsque ¢ décroit jusqu’a zéro. 


De méme, si f(a) = 0, f. f(x) de est la limite de 


b 
f Sf (x) dx, quand e décroit jusqu’a zéro. 
a-+e 


Enfin, si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une 
quantité comprise entre a et b, on pose par définition 


b c—eé b 
f S (2) de = lim f F(x) dz + lim S (x) dz, 
a a chy 
quand ¢ et » décroissent jusqu’a zéro. 
On voit, d’aprés cela, comment il faudrait définir 
f f(x) dx, si f(x) devenait infinie ou discontinue, 


pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises 
entre a et 5b. 


390. Quand la fonction f(x) devient infinie 4 l'une 


des limites ou entre les limites, on peut souvent recon- 
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vattre si la valeur de l’intégrale est finie ou infinie. Sup- 
“osons, par exemple, f(b) = 00 : soit 


a 


zy" 





S(2)= 


+ étant un nombre —_ et m(x) une fonction qui ne 
levient pas infinie lorsqu’on fait <b. Appelons k une 
{uantité comprise entre a et 5 et aussi rapprochée de } 
tue l’on voudra; on a 


fperaea fi reyae+ fr (2)ae. 


i 
On, f (2) dx a une valeur finie. Hl suffit donc de 


& 
avoir si ff f(a) dix est finie. 
k 


Désignons par M et m deux constantes entre lesquelles 
t (2x) reste comprise, lorsque x varie de k 4b. On aura 
rour ces valeurs de 2, si n est ue petit que 1, 


AAG 


oa 
var suite, 


Boe be Mde 
fre fe 





—e}. 


Quand ¢ tend vers zéro, le second membre de cette iné- 
M_ (5 —k)'*. Done, 
— 





salité tend vers la valeur finie i 


be b 
im (f(x) dx, et, par suite, f ‘f(x}de, a une 
k a 


valeur finie. 
Je dis maintenant que, si l'on a n >r1, l’'intégrale pro- 
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posée est infinie. En effet, on a 


fl2)> Ge 


par suite, 
b—g b—s dx 
az) d. —_——__—__—. 
k A) zm [i (5 — <=)" 


m I I 
> l= - wo) 


n étant une quantité plus grande que 1, lorsque ¢ tendra 
vers zéro, le second membre deviendra infini. Done, 


b 
a fortiori, { f(x) dx tendra vers l’infini. 
k 


Il en serait de méme si l’on avait n = 1; car, de litté- 
galité 








. F (2) > 5 —> 
on déduit 
i b—s dr 
I f(z) de> m f bu 
mi 2, 


Le second membre devient infini quand ¢ s’annule; donc 
b b | 
f f(x) dx, et, par suite, S (x) dx elle-méme sera 
k a 
infinie. 


8h. Exawrses, 


wo fats eS 


‘aeté grant deax quantités positives, et P une fonction 
de x, qui ne devient infinie pour aucune valeur de x, 


mm a 4 
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comprise entre a et &. On peut écrire 


P P I x (2) 


Vabotoa Yabae V2 yah 








en faisant 





Comme l’exposant de 5 — x est plus petit que 1, il ré- 
b Pde 


sulte de la régle établie ci-dessus que 





ja 2b 


a une valeur finie. 
2 


Ona 





Donc, 








(en ie 


et, par suite, 





+ cette courbe a pour asymptotes l’axe des ret 
z 


une paralléle AP a l’axe des y 
menée a la distance OA =1. 








On voit alors que f fe 


bo Vi-= 
présente l'aire comprise entre 
OB, OA, la courbe et son | 
asymptote AP. Ainsi, quoique 
ce segment s’étende a ’'infini, 
son aire a néanmoins une valeur finie. 
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4 


DES INTEGRALES INDETERMINEES. 


392. Une intégrale définie peut quelquefois devenir 
indéterminée; c’est ce qui a lieu pour l’intégrale 


© 
f cosz dz —= sineo — sino, 
oO 


car sinx, lorsque x tend vers l’infini, ne tend vers au- 
cune limite déterminée. 


En voici un autre exemple : soit l’intégrale 


a et b étant deux quantités positives queiconques. Comme 
I e e e e 
= devient infini pour x = 0, valeur comprise entre — a 


et -++ 5, il faut poser 


i dx [2 {~ dz 
— —lim — + lim —y 
—-qg = —~qa = » x 


et faire tendre e et n vers zéro. Or, 


—e b 
f ae _ie—la, f Zav—w 
_¢@ # , = 
—* de ° dx 
S+f — —1)—la+ls—ly 
n © 


= g x 
—] (z) +1 (=) ; 
a n 
Par conséquent, 


[os—r(2)-«mm(2 


Mais comme il n’existe aucune dépendance entre les deux 


donc 


384 
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lités variables e et 7, © ne tend vers aucune limite dé- 
a 


inée, et par conséquent I’intégrale est indéterminée. 


INTEGRATION PAR SERIES. 
3. Etant donnée une diiférentielle f (x) dx, si l'on 
exprimer f (x) par une série convergente 
F(z 


ra, en multipliant par dz, et en intégrant entre deux 
esaetb, 


[fees finder [nde 
+ finder fi de, 


série (1) est convergente pour r=a, x=b et 
s les valeurs de x comprises entre a et 5, on peut 
oser rT, <6, € élant une quantité aussi petite quel’on 
pourvu que 7 soit assez grand. Dés lors 


[onte< fords 


[ondecelb—e. 





re ee ee Soe 





2 
f 7,@x décroit jusqu’a zéro quand n augmente 


a Vinfini. Il en résulte que la série 


2 2 & 
nde f mae fi widetent f u,dz+... 
a @ a 


. b 
mnyergente et qu’elle a pour somme f Sf (x) dx. On 
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peut remplacer Ja valeur fixe 5 par l’indéterminée x, et 
il vient 


(3) [fades [uder [under 


394, Cette formule est encore vraie pour x= 5, 
méme lorsque la série u, +- uz + us +..., convergente 
quand x est moindre que 4, devient divergente pour 
x = b, pourvu que la série (2) soit encore convergente. 
En effet, quelque petite que soit la quantité positive ¢, 
ona 


b—s« b—e b—s b—e 
fade= nde f unde f UgdB-..0. 
a 


Or les deux membres étant des fonctions continues de x, 
qui ont constamment la méme valeur, leurs limites pour 
e == o doivent étre égales. Donc 


b b b b 
f fe)de= f nde f nde + f u,dx-+... 


395. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f(x) une série convergente, 








f(2)=F(0) + 2f"(0) + — f"(0) + ~ ZIM (O) eos 
on aura 
f fla)de=6 +af(0) + =F (0) + 57" (0) +... 


Si Pon veut en déduire Pintégrale définie f ” f (x) dx, 
0 


c’est-a-dire si l’on veut que l’intégrale commence ax = 0, 
ou soit nulle pour x =o, il faudra que C soit nul. On a, 
dans ce cas, 





[fl tayae=af(0) + A p(0) + Sasa) +. 


Sturm. —.da., L. 25 
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EXEMPLES D'INTEGRATION PAR SERIES. 


396, 1° fare. ‘ 


r une simple division on trouve 


1 Ea 
Se tt hat 
I+a@ * I+e@ 


ne 


(I+-2)=2— 





iand x est moindre que 1 en valeur absolue, la série 
-z+2*—x'+... est convergente; donc la série 
za 


a . rey 
-Zte7- i +... Pest aussi entre les mémes limites 
x. Done quand —1<C2<-+1, ona 

li+e2)se—-2 4p E24 
(1+ 2) at37gten 


tend vers 





* andes 
On peut démontrer directement que J ihe 


o quand n augmente indéfiniment. ’ 
En effet, si x est positive, ona 








a 
a, 
ips” 
ac 
ade att 
nde . 
“ee <f's ni 


quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. 
ne, en arrétant Ja série 4 un certain terme, |’erreur 
nmise sera moindre que le terme suivant. Cette erreur 
aen plus ou en moins, suivant que le dernier terme 
ployé sera de rang pair ou de rang impair. 

Quand zx est négative, en désignant par a une quan- 
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até plus grande que x, mais moindre que 1, on a 








et, par suite, 
e wdr gti 
f i— sz St +1)(1— a)’ 

expression qui tend vers zéro lorsque 7 augmente jusqu’é 
Vinfini. Dans ce cas, l’erreur est toujours dans le méme 
sens. 

Si l’on avait x= 1, la série 1 —1-+-1—1-++1 —.., ces- 
11 
37 ~ 7 in oe 
le serait encore, et représenterait ]2 (394). On a donc 


“6 e se I 
serait d’étre convergente, mais la série 1 — st 


I ] I 
JamI--+=-——+.... 
2 





3 4 
id ° al arc tan 
— He 
2 oO i+ 2 5 
On a | 
I ert 
iy — ar st oe at te. Ea 
I+ 2 + a 


n étant un nombre positif impair; si l’on intégre les deux 
menfres ct qu’on désigne par arc tang le plus petit des 
arcs positifs ayant x pour langente, on trouve 
za @ 2 zx” * grt dr 
arctange =2—az+ep— 7 +.. EO Ia 


u 


La série 1— x*-+ x — x°+... cesse d’étre conver- 


e ] -e x x ]’ 
pente pour 7% =1, mais a serie — FE eee est 
encore pour X == 1; on aura donc 

' T : I + I I + 
arc (a i=s>=—1—s =~ core 
ne Fi 3°54 
x“ dx ; 
3° « —= arc sinz. 





re) yi—2 


25. 
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: la formule du bindme, on aura 











1 1.3.5 
via 2 2.4 2.4.6 


iltipliant le second membre par dx et intégrant, il 
nt 
1a 413 1.3.5 2 
arcsing =x + > stsgpet 


tS. ah t? 


ie convergente quand on a —1< x<1, puisque la 
ie (t) est convergente entre ces limites, 

La série (1) cesse d’étre convergente pour x = 1; néan- 
. <tr get 

‘ins, comme pour x =1= sin > la série (2) est en- 


‘e convergente, on a (394) 





On trouve une série plus convergente en faisant 


Pad 
in 


I 
2 
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TRENTE-TROISIEME LECON. 
‘APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INTEGRAL. 
QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


Formules générales. — Quadrature des courbes rapportées & des coor- 
données rectilignes. — Quadrature des eourbes rapportées & des coor- 
données polaires. 


FORMULES GENERALES. 


397. Soit CMD la courbe dont I’équation en coordon- — 
nées rectangulaires est y = f (x), 
et représentons par u Ilaire 
ACMP. En appelant x et y les 
coordonnées du point variable 


M (207), on aura 
du = ydx—/f (x) dz. 





Par conséquent u= ff (x)dz. 

Si lon veut que laire soit limitée a l’ordonnée CA 

correWondant & l’abscisse OA = a, l’intégrale doit com- 
mencer 4 x = a, et !’ona 


ux ff “f (x) der, 
x représentant l’abscisse d’un point quelconque de la 
courbe. 


Enfin, si on limite de méme l’aire 4 lordonnée BD 
correspondant 4 x = OB= 6b, ona 


5 
u = aire ABCD =/ J (x) dz. 


Si les axes étaient obliques, on aurait, en appelant 6 
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ingle.des axes, 


aire ABCD = sins f 72) dz. 


398. L'intégrale définie est la somme des valeurs infi- 
ment petites de la différentielle entre les deux limites a 
b. Or, sil’on suppose, ce qui est le cas ordinaire, que 
x soit positive, f(a) dx ou la différenticlle de V'aire 
Fig. 79+ sera positive ow négative, sui- 
vant que f(x) ou l’ordonnéey 
sera positive ou négative. ‘Par 
conséquent, ’intégrale représen- 
tera la différence entre la somme 
des segments situés au-dessus de 
axe des x et la somme des segments situés au-dessous, 
2 sorte que, si l’ordonnée change de signe deux fois, par 
cemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura 





5 . 
f F(x) de = ACU — HIK -+ KDB. 
la 
La somme de ces segments serait donnée par 


[ref ple) det freee . 


a désignant par h et k les abscisses OH et OK. 


399. Si l’on voulait avoir la mesure de la surface com- 





Fig. 80. prise entre les deux ordonnées 
y ue CA, MP, l’arc CM et I’arc C/M! 
$ Ng d’une autre courbe ayant pour 
Cc équation 
op ae be 7 =9(2), 
on aurait 


aire CC’ M’M = 





["yae— fo rde= [y—y)ee 
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EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTEES A 
DES COORDONNEES RECTILIGNES. 


: 400. Soit d’abord, comme exemple de Ja théorie pré- 
cédente, une parabole quelconque y" = px”, met n étant 
positifs. Soit aire OMP = u; ona 








u m 
dou 
Io m+n 
- a en 
os y dx = px ° 
6 m+n 
Ce résultat peut s’écrire 
1m 
Rn na R 
“aa —— pao c= LY. 
m+n? mM--+-R J 


Or, xy représente l’aire du rectangle OPMQ construit 
sur les coordonnées du point M. 


Fig. 81. On a donc 
OMP : OPMQ=2n:(m +2), 


ou 
OMP :OMQ—=2:m. 

Ainsi, la parabole partage le rec- 

tangle OPMQ dans le rapport 


- constant de min. 





401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui 
jouissent de cette propriété. En effet, la proportion pré- 
cédente peut s écrire 


uilay—u)—nim, 
d’ou 
(m +-n) ac nay. 
Par conséquent, on doit avoir 


(m + n)du= nx dy + ry dz, 
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puisque du = ydx, 
(m +n) ydz = az dy + ny dz, 
mnfin . 
my dz = needy. 
sésultat peut se mettre sous la forme 
dz dy 


m— =r; ! 
zy? 


i, en intégrant, 
aly=mlz+C ou lyt=le*+C. 


tant C sous la forme Ip, il vient, pour l’équation 
érale des courbes qui possédent la propriété dont il 
it, 


1y* = 1 pa", 
y= po. 


Jans le cas de la parabole ordinaire y* = px, on a 
=a, m=1,et, par suite, 


2 
u=aey- 

02. Considérons, en second lieu, une courbedu genre 

Fig. 82. hyperbole donnée par)’ équation. 

ay=p, ‘ 


met n étant deux nombres en- 
tiers positifs. On n’a représenté 
dans la figure que la branche’ 
située dans l’angle yOx, et qui 
a pour asymptotes les deux axes. 
upposons 7 plus grand que m. Soient u = ACMP, 
=a, OP=x.Ona 





| 
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et, en effectuant lintégration, 


“"7/f nm n—m 
“= — He * —a "™ ). 


rR—m 











On voit que si x augmente jusqu’a l’infini, l’aire ACMP 
augmente aussi jusqu’a l’infini. Mais, au contraire, si, 
laissant MP fixe, on fait déeroitre @ jusqu’a o, la surface 
augmente continuellement, mais en restant toujours finie, 
et, ala limite, quand a = 0, cette aire se réduit a 





I 
n n n 





R—— im 


Ainsi la surface ACGH tend vers une limite finie, 4 me- 
sure que le point G se rapproche de plus en plus de 
Pasymptote Oy. 


Cette limite, égale a 





R-— IM 


R 
——— xy, est dans le rapport constant de nm 4 n—m 


avec le rectangle OPMQ = xy. On a donc la proportion 
urszy—ni(n—~m), 
en désignant par u laire indéfinie, qui cependant a une 


valeur finie. 


403. Réciproquement, il n’y a que les courbes com- 
prises dans l'équation x"y" = p qui jouissent de cette 
propriété. En effet, on déduit de la proportion précédente 


u(n— m)=nzy, 
d’ou 
(2 — m) du = nx dy + ny dz. 
Comme du= ydzx, il vient, en réduisant et divisant 


par zy, 
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me, en intégrant, 

nly =C— als, 
bien, en faisant C = Ip,. 


a= 
i=, 
iy 
any"=p. ; 
Dans le cas particulier o& m == 7, l’équation 
. . we r=P 
vient 4 la suivante 
ey =P» 


i représente une hyperbole équilatére du second degré. 
a aura 


r= g donc yde=p®, 
. par suite, 
z 

u=pla+C=pl2. 

Pp =1, @=1, on aura 
u=lz, 

st-a-dire que l’aire est égale au logarithme népérien de 
bscisse (214, 2°). 
404. Soit maintenant le cercle, dont l’équation est 


Proaas 
en tire 
y=Ve— a. 
Fig. 83, Considérons un segment quel- 
y conque COPM, limité 4 laxe 
c des y, et A une ordonnée ar- 


bitraire MP. Nous aurons, en 
désignant par u l’aire de ce 
a ay aE segment, 


1 
a= | dz\a— a; 
0 
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en intégrant par parties, il vient 


g 2d 
”) fe QB — 27 EYE? — 2? + ra. 





ya? — 2 


Mais 
[ ede ((#2—a+a’)dz 
ya'— a? Vat — x? 
=a? ee dzVai — x, 


Portant cette valeur dans l’équation (2), transposant et 


divisant par 2, il viendra 


—— ryVa?— x. a? dx 
dr 2— 22 == ——___—— —_— | ——— 
f ya —x _— +5 Gos 
Mais 
ar . 2 
————— = arcsin — + C; 
Ya? — 2 a 


donc 


=~ & a? — x? a? . & 
w= [aya—s _ 2a" — 2 —— + 5 aresin-- 


2 


On déduit de 1a l’aire du secteur COM. En effet, le 


xzVa?— x’ 


triangle OMP a pour mesure —— 3 en le retran- 


chant du segment, on aura donc 


a? . a . 2 a 
secteur OCM = — arcsin — = — aarcsin — = — arcCM, 
2 a 2 a 2 


c’est-a-dire que l’aire du secteur circulaire a pour mesure 
le produit de l’arc qui lui sert de base multiplié par la 


moitié du rayon. 
405. Passons a l’ellipse, dont l’équation est 


2 ; — 
ay? + 642? = ab’, 








. 1 a ° . . to. . 
ty “ ar eg 2 Me See Peneg eet Boe 8 
. puhadits date AS > im 2 aa ale le a pee de Pi ah TS CRO ae 


6 . COURS -p'ANALYSE. 

soit u le segment OPMB, limité a l'axe:des y et.& une 
ordonnée quelconque MP. On 
tire de l’équation de I’ellipse 


Fig. 84. 


Donec, 


“= 





Decrivons sur l’axe 2a comme 
amétre une demi-circonférence, et soit u! Vaire du 
zment COPN: ona 


ae 
v= alae, 
lo 


ya Pon déduit 


RIS 


u 
we 


Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire, 
& correspondent & la méme abscisse, sont entre eux 
ms le rapport constant de b & a. Il en résulte que si 
m désigne par S la surface entiére de l’ellipse, et par 
Ja surface du cercle, on aura 

S:S'=b:a, 
a4 lon tire, & cause de S! = za’, 


sa_ xc nat—nab: 
a 


ne la surface de l’ellipse est moyenne proportionnelle 
tre les surfaces des deux cercles qui ont pour dia- 
dures respectifs les axes de l’ellipse. 


406. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont méme 
se OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donec 


ome MP 6 
ONP~ NBO a 
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ot-comme, @ ailleurs, 


a b 
~=-> 
6 
on aura 
u—OMP _ b 
u—ONP a 
ou 
ORM 6 
OGN” a 


ce qui permettra d’évaluer le secteur elliptique OBM, 
puisque l’aire du secteur circulaire OCN est connue. On 
passera de 1A facilemerit 4 aire d’un secteur quelconque. 

On peut diviser lellipse en un certain nombre de sec- 
teurs égaux, quand on sait faire la méme opération pour 
le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales, 
puis de mener, par les points de division, des perpendi- 
culaires 4 OA. Si l’on joint le centre aux points ot ces 
ordonnées rencontrent l’ellipse, on aura divisé cette 
courbe en secteurs égaux. . 


407. Pour hyperbole, dont l’équation est 


Fig. 85. 


56 ——— 
y= 5 Va? a’, 


Paire du segment AMP est don- 
née par la formule 


b (* ——. 
=- x — adr, 
a a 
En intégrant par parties, on a 


[ie atdz = xyz? — a? — - fa dz, 








a — a 


Mais 





 aetdan dx =(—5 a? +. oe 


yea a? 





=—_ dxy x? — a? + a ena 





at 


CORSO V SSS 7 PIR ee 
* ga te, . eo% 


| RAST TAD 


i 2 


ro ini 
7 


BEAT AE A I LR AT 
r) 


SRT TO EB Ger pee TET 
ye, ia ai ° f- 
. rn 
+ a m7 . » . 
oe 


ons 
. 


F 
ke. 
I. 
h 

- 
r, . 
R 


e 
a 


Ce 
se 
. 





398 
et (347, 1°) 
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[pale ee) +6 


on a donc 


vy 2? — a? 


ee 


‘2 


fase = 


— oy (a + V2? — a?) +, 


z+ Va? — a’ 
a 
408. Comme derniére application, considérons la 
Fig. 86. 


d’ou ; 
ba V2? — a? _ ab } 


24 2 


AMP = 


cycloide AMD engendrée par le 
mouvement du cercle ANB rou- 
lant sur la droite BD. Prenons 
pour origine des coordonnées le 
sommet A, et pour axes la nor- 
male et la tangente 4 la courbe 
en ce point. L’équation différen- 
tielle de la cycloide est alors 





24—%F 


dz = dy y 


On aura donc 


J J —_— 
aire AMP =| y dz =/ dyVaay —y’. 
0 0 


Menons MQ perpendiculaire 4 AB, et soit AQN le seg- 
ment déterminé par MQ dans le cercle ANB. En obser- 


vant que QN = \/2ay — y’, nous avons 


Jy —_——_—___—__. 
segm. AQN = [ dyV2ay — 77, 
0 


donc 
AMP — segm. ANQ. 
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Si lon fait x = ma, et, par conséquent, y = 2a, on aura 

- : ra 

_ ADG=—-« 

2 
Retranchant cette aire de!’aire 27a* du rectangle ABDG, 
et doublant, on aura oe 
omg aire AMDB = 3747; 

c’est-a-dire que /’aire comprise entre la cycloide et sa 
base est égale a trois fois l’aire du cercle générateur, 
QUADRATURE DES COURBES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 


POLAIRES. 


409. Si u désigne l’aire du secteur COM, on aura 


Fig. 87. 


I 
au 3 rdé, 


ret @ étant les coordonnées po- 
laires du point M; par suite, 


u=i fray, 
2 


cette intégrale ayant pour limites les valeurs de 6 qui cor- 
respondent aux points C et M. 





410. Soit comme application la spirale logarithmique, 
dont |’équation est 


r—ae™?, : 
on aura 
a ; a 7? 
uaF femdom scar +e, 
2 4m 4m 
Fig. 88. . 
Posons OC = 7’, et faisons dans 


la formule r=r’; il vient 


x rl? 
ae o—-7—+¢; 
4m 
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par suite, 
I 
ua 5— (r?— 7). 
4 m ( ) | 
Sile point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le 
rayon vecteur OC décroit jusqu’a o, et l’aire du sectear 


. r? 
tend vers la limite Tm’ 


441. La quadrature des aires curvilignes est quelque- 
fois rendue plus facile par !’em- 
ploi des coordonnées polaires. 
Pour en donner un exemple, 
soitla courbe qui a pour équation 





(1) #+y'—ary =o. 


Cette courbe, connue sous le nom de folium de Des- 
cartes, se compose de deux branches infinies qui se tra- 
versent mutuellement a l’origine, et qui ont pour asymp- 
tote commune la droite dont l’équation est : 


etry t+ 5 = oO. 

Avec les coordonnées primitives, la question qui nous 
occupe exige la résolution d’une équation du troisiéme 
degré; mais si l’on prend |’équation polaire de la courbe, 
en placant le péle au point O, on n’aura jamais qu'une 
seule valeur du rayon vecteur pour une direction donnée; 
car l’origine étant un point double, l’équation devra étre 
satisfaite pour deux valeurs nulles der, et, par conséquent, 
le premier membre sera divisible par-r*. 

Sil’on prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer 
x par rcos@:et,y par rsin@ dans l’équation (1), ce qui 
donnera 


r®(cos'@ + sin?6) — ar’sin@cos9 = 0, 


_$ 


an 
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ou bien, en supprimant le facteur r* et résolvan’ 
porta r, . 
(2) asin@cos® 

sin?@ + cos'6 





D'ailleurs, u désignant l’aire du segment OAM, 


; 1? 
z= sf dd. 
2Jo 


Donc, en remplagant r par sa valeur, nous aurc 


2 arsin26 cos?d 
a’ sin’ Scos') 20, 
2 J, (cos*0 + sin*6)? 


1) 
_@ cor 
"=F, Trang 


Pour trouver cette intégrale, posons 





ou bien 





dé 
o= You = 29 
1+ tang’@= 2, doh dz = 3tang’ oo 7 


et, par suite, 
do 
2 
tang? =r] 
(1+ tang?’6 ? 


En reportant cette valeur dans u, on a 





; 
=~ 3 ange) * 


a 1 


O=— 6" op tangs 


+. 


La constante C devant étre déterminée de mai 
Vaire soit nulle pour = 0, ona C= ¢ : par 81 


a’ _tang9 


"= 6 T+ tangs 


Sonu. — An, I. 
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aodra l’aire de la feuille entire, en faisant 


2 
la valeur de u, qui devient alors 53 car la 





ang? . F 1 
Tanged? que l’on peut écrire Troe’ est 
ur@=*. 

2 


: EXERCICES. 


Vaire que renferme la développée d’une ellipse dont 
aa et 2b. 





en coordonnées polaires Uéquation de la développante 
"expression d’un are de cette courbe et celle du sec- 
entre cet arc et les droites menées du centre du cercle 
4s du méme arc, 


dr, 


~ Equation de la développante... d0 = 





Are de la courbe............ 





(rat) 
Sectour............5 beeeee . aq ("-@")’. 


Vaire contenue dans ta portion fermée de ta courbe 
ay day = 
dans Vangle des coordonnées positives, 





“ 
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TRENTE-QUATRIEME LECOD 
RECTIFICATION DES COURBES PLANE 


Formule générale. — Application & divers exemples. — E 
Ellipse. — Hyperbole, — Cycloide. 





FORMULE GENERALE. 


412. Si on désigne par s un arc de courbe 
entre un point fixe et un point de cette courbe, 
coordonnées rectangulaires sont x et y, on aura 

ds = dz? + dy*. 
Il suffira donc, ‘pour trouver la longueur de I’: 


tégrer ydx? + dy* entre des limites convenabl 
avoir remplacé x ou y par sa valeur tirée de l’ 
de la courbe: si y, par exemple, est fonction « 
prendra 


RECTIFICATION DE LA PARABOLE. 


443, Si, par exemple, nous voulons trouve: 

gueur d’un are de la parabole dont l’équation es 
Y= pr, 

il faudra, dans la formule ds = dx? + dy*, 


supposerons x fonction de y, remplacer dx par: 
tirée de ’équation différentielle 





yde=pdz, 

ce qui donnera 
7h YS 
ds= ue tape STP 
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1s donc, si l’arc doit commencer au sommet de 


ant par parties, il vient 


¥ wa ray 
a PrP =r +P — | = 

rrr 
dy 








ay 
— fa VPap—p . 
err dad VP +7? 


quent, en substituant et transposant, 

‘ dy~ 

WNTEP =P +P [OR 
V+ 

1°) 


dy —— 
=HUy+ 77+) +6; 
IGS (y+ VP +P) +65 








—— Pup 

EF a EP Ly FER) TO 

e devant s’annuler pour y = 6, on aura 
o=Fip+6, doa C= — Lip; 


uant cette valeur dans la formule, il vient 


pe DNR PR (LANE TP), 
2p a Pp. 


RECTIFICATION DE L’ELLIPSE. 





onsidérons l’arc d'ellipse BM, compté ‘a partir 
1 B du petit axe (fig. 84,p. 396). 
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De l’équation de la courbe 
eq 


ay + bie = ab, 
on tire 7 


on aura done 


BS x? 6 
ay Seay a 


ou bien 











ae 
=) 






aa 


Posons pour simplifier /a* —- 6? = ae, e dé 
centricité, c’est-a-dire le rapport de la dista 
grand axe : il vient 

. Peta 


Ga 





ds=dx 


Comme x varie entre o et a, on aura toute 
de x en faisant . 


z=asing, 


angle @ variant de o a S: il en résulte 


T— sin'g 
cos*p 


ds =adgcose =adpyi— 


Nous aurons donc enfin 


7 ? 
c=arean =a fi dgVi—esin® 
0 


7 MBL Liintégrale "dp V1—e*sin’® 9 est 
0 


transcendante dont la valeur ne peut étre 
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veloppement en série. La formule du binéme 


‘g)? 1 — Let sinty — 1 Le sin! 
ey =I-5 9-35 ? 
a 





pour l’arc BM 


a (r- se forsee ze ff desin'e 
1 
-£ ora 4 ge f desiaty —.. ): 


des du second membre s’obtiendront en substi- 
c dans la formule (G) du n° 376, ce qui donne 


4g — 8 sine tg I sins ° 
(m—1)(m—3) 
(way gyn et 


(m —1)(m—3)...5.3.1, 
(m2) (mG )-nGed on] 
(m —1)(m—3)...5.3.1 9 


+ (ma a)\(m—h)..h.2 an" 


t pas de constante arbitraire parce que cette 
oit commencer 4 zéro. 

Von veut avoir le quart de l’ellipse, il faudra 
: dans toutes les intégrales, Cette substitution 


wns la formule (2) donne 


1.3.52+-(m—3)(m—1) 2 
age 


sin" ode = 
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On aura donc 





T ryi8 rt 

[i eels at aaa | 
1.1.3 41.3.5 7 

~ Ere 24.6 2 


et, par suite, 
na r\?_1/1.3 

BMA = 72) 1— (6) ann 
(1.3.5 .\? 1 
~3(Eee°)-} 4 

série convergente, et d’autant a que e est 
ou quea différe moins de b. Lorsque l’ellipse : 
du cercle décrit sur le grand axe, il suffit de. 


petit nombre de termes de la série pour en avo 
avec une approximation suffisante. 








AAT. On aurait pu parvenir a la formule ( 
courir A la formule (2). En effet, si, dans la 1 


som 7, — __ Sin™'gcosp  m—t (*. 
foo dg = —]a ta fe 


on prend les intégrales entre les limites zéro et 


zr ® 


Lf inte f° ined 
sin®™ = sin? a 
jp ee J ede. 


On aura de méme 





z = 
3 373 
f sin"*9dg= ~——~ | sin™*9d. 
° cane 'o 
x = 
2 YY 


m—5 . 
sin" 9 dp = ——— | sin™“*ed 
J me mG ’ 
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r suite, en multipliant toutes ces équations termes i 
2s, on aura comme plus haut (416) 
z 
a (m=) (m— 3) (m8). 3.08 


sing de m(m—2)...4.2 2? 








bstituant dans la valeur de s, on retombera sur le 
tat déja trouvé. 
8. Ilest facile de trouver sur la figure l’angle @ donné 
‘équation . 

x =asing. - 


i l'on décrit sur le grand axe de l’ellipse comme dia- 
e une circonférence (fig. 84, p. 396) et que on 
e ON, on aura 


OP = x = ONcosPON = asin CON; 
onséquent l’angle CON est I’angle 9. 
RECTIFICATION DE L’HYPERBOLE. 
9. Dans lecas de l’hyperbole, représentée par I’équa- 
ay? — bist = — ab, 
a aey/e 8 = on SEDER, 


sons, pour simplifier, 











ya? + b= ae, 


résentant le rapport de la distance focale 4 l’axe 
verse. Il viendra 


a 
dexaz/2=% ela 


ne x varie entre a et l’infini, posons 








c= 


’ 
cose 
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. ,m 
q variant de zéroa >. On aura 


asingdg 


dze= c08'p 


et, par suite, 


a9) gt Feast g= — aedg 1 oe 
cos? 








cos? 


Done 
~~ costg 


reacam = [" ae Be yf e? 


Pour obtenir cette intégrale, on développera le 








1 cos?g ua cost 
2¢ 2 A e 
2n — 3) cose 














dou . 


@ (? (1 71 coste 1.1.3 costy 

eJ, \2° 47 “264 .-) 
Il reste a intégrer des expressions de la forme co: 

m étant pair. On y parviendra en faisant, dans 


mule (F) du n° 375, 2 = 5 —9. 





RECTIFICATION DE LA CYCLOIDE. - 


420. On a, en prenant les mémes coordonné 
dans la Legon précédente (408), 


dom ayy/22=2, 


4to COURS D’ANALYSE. 
par suite, 


2a—y ‘2a dy 
ds=dy V +1 ary/ 22a —— 
yr yx avy 


En intégrant cette formule entre les limites zéro et y, il 
vient 














oa 
ssareant = ayaa [ 9. —aVaayy. 
I, avy 


Menons, au point M, la tangente 4 la cycloide, et 
Jimitons-la au point T od elle 
rencontre l’axe des x. Nous 
y avons (249) 


MT = y2ay; 
par conséquent, 


arcMA = 2MT, 


Fig. go. 














propriété déja connue (254). 

Si l'on veut avoir la longueur de la demi-cycloide, il 
faudra faire y = 2a, ce qui donnera 4a pour la longueur 
cherchée. 


EXERCICES, 


4, Rectifier la courbe 
yaRle+ eo). 


SoLUTION : s =hle—-e*), 


Tare étant compté a partir de I'axe des y. 


2. Soient OM'= s', OM"= s” deux arcs ayant une tangente com- 
mune 4 l’origine et ayant leurs tangentes peralléles aux points cor- 
respondants M'(z', x’), et M"(x", y"). Soit OM =s une troisiéme 
courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations 


aaa'a'+ats", y=a'y'+a'y", 


on aura 
saa's'+a's’. 
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TRENTE-CINQUIEME LEON. 
CUBATURE DES SOLIDES. 


Solides de révolution. — Application & divers exemples. — Volumes 
engendrés par Ja révolution d’une ellipse, d'une cycloide. — Volumes 
qui s’obtiennent par une seule intégration, — Volumes terminés par 
des surfaces queleonques. 


CUBATURE DES SOLIDES DE REVOLUTION. 


421. Soit V le volume engendré par Ia révolution de 
faire plane CAMP tournant autour de I’axe Oz. Si l'on 
donne 4 x un accroissement Ax = PP’, le volume V 
prendra un.accroissement AV 
égal au volume engendré par 
MM'PP’. 

Or, si Ax est supposé assez 
petit pour que y croisse ou dé- 
croisse constamment dans l’in- 
| tervalle MM’, AV sera compris 
| entre les volumes des cylindres 
engendrés par la révolution des rectangles MIPP’, 
KM’PP’; nous aurons donc, si y croit, en désignant 
par Y l’ordonnée M’P’, 


nythz CAV <rY¥hz, 








» ou bien 
ave, 
ae < So <e¥e 
Ces inégalités changeraient de sens si y décroissait. 
Av . 
Dans tous les cas, le rapport — est compris entre deux 


quantités qui convergent l’une vers l’autre, 4 mesure 


’ COURS D’ANALYSE. 
: Ax décroit; par conséquent, a la limite, 


ave 
a 1 


Var [ras. 


J faudra donc tirer de I’équation de la courbe la va- 

r de y en fonction de x, et intégrer entre des limites | 

correspondent aux extrémités de I’arc générateur. | 
| 
| 


122. Le volume engendré par aire CMM’C’ est la 

Fig. 92. différencedes volumes engendrés 
par les aires CMPA et C’M'PA. 
Alors, en désignant MP par y 
et M’P par y', ona 


vas frase f yds 


vas fires. 





bien 


CUBATURE DE L'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


(23, Soit V le volume engendré par la révolution d’une 


Fig. 93. portion AMP d’ellipse tournant 
y autour du grand axe. L’équation | 
u de l’ellipse rapportée a son axe 


et a Ja tangente au sommet est 
a ad pa F (nae — a): 
suite, 
Wa 2 
y =f (2az— 21) de 2F (ae 3). 
@ Jo a’ 3 


’on fait x= 2a, on aura le volume de_I’ellipsowe 

















TRENTE-CINQUIEME LECON. 


entier, savoir 
(a) va (be F) = Sabra. 


Pour obtenir le volume engendré par la demi-e 
tournant autour du petit axe, il faudra changer 5 


et aen 3, ce qui donnera frat : on voit que ce vc 


est plus grand que le premier. 
En faisant 6 = a dans ces formules, on trouve 


Hie 2) 


pour le volume de la sphére, et ~ pour | 


Inme d’un segment sphérique 4 une hare. 


VOLUME ENGESDRE PAR LA REVOLUTION D'UNE CYCL 


424, Prenons pour axe la tangente au sommet 
Fig: of- normale en ce point. Soit 
y| yolume du solide engendr 
le segment AMP tournan 
tour de l’axe Az. 
L’équation différentielle 
cycloide étant (408) 








ar ayy/M = 2 Yaar =F, 
on aura 
3 yo 
ver yay (aay =>, 
0 


ce qu’on peut -écrire 
ey yr 
vara ansar—r—s f (en shar Vaa7- 


La premiére intégrale représente la surface du seg 
AQN (408). Pourobtenirlaseconde, posons say —y! 
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a(a—y) dy =dz: nous aurons 


. 1 


(a—y)dyV2ay P= [sat feanzs 


2 





var suite, 
2 
3 


V = rasegmAQN— 5 (2ay—y?)?. 


2 volume engendré par AQM tournant autour de Az 
tiendra en calculant Ja différence des volumes engen- 
par le rectangle APMQ et par la portion de sur- 
AMP. 


7OLUMES QUI PEUVENT S’OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTEGRATION. 


283. On peut encore, par une seule intégration, obte- 
e volume d'un corps lorsque !’aire de la section faite 
‘ce corps par un plan paralléle au plan yO z est fone 
de Ja distance de ces deux plans. 

apposons d’abord les axes rectangulaires : soient uel 
Au les sections faites dans le corps par deux plans P 
et P’, paralléles au plan 
Oz, et dont les distances 
4 ce dernier sont respecti- 
vement x et r+ Az. L’ac- 
croissement AV du volume 
correspondant a l’accroisse- 
ment Ax de l’abscisse sera 
compris entre les cylindres 
ts qui auraient pour bases respectives u et u+ Ar 
x pour hauteur; c’est-a-dire que l’on a, en suppo- 
Au positif, 


ube CAV (u + Au)az, 


Fig. 95+ 





av 
acy Sate 
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Or, 4 la limite, Au est nul; on a donc 


adv 


Te es OU aV = udz. 


Cette démonstration suppose que les deux.cylindres ne 


se coupent pas. Sices deux cylindres se coupent, ils ont 


une partie Commune gui a pour base u—a, @ étant une 
quantité trés-petite, et qui s’évanouit en méme temps 
que Ax. De méme, cette partie commune, augmentée des 
parties excédantes de, part et d’autre, forme un cylindre 
qui a pour base u-++-6, 6 s’évanouissant avec Ax. Or AV 
est évidemment compris entre ces deux quantités : par suite 


AV ‘ 
ual cute, 


et en passant a la limite, 
dV 


=u, ou adVomudz. 
dx 


Le volume compris entre denx plans paralléles a yOz 
menés a des distances a et 6 s’obtiendra donc par la for- 


mule 
b 
v= udz. 
, a 


Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener 
des plans tangents paralléles a yOz, et prendre pour li- 
mites de l’intégration les distances de ces plans au plan 


yOu. 


426. Supposons maintenant que l’axe Or ne soit plus 
perpendiculaire au plan des sections. En comparant le 
volume compris entre deux plans paralléles 4 yOz et la 
surface, avec un cylindre oblique quia pour base uw et pour 
hauteur la distance des deux plans représentée par dxsinA. 
A étant langle que fait le plan xy avec l’axe Ox, ona 


dV=udzrsin), dot Vessind {ude 
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montrerait facilement cette formule avec la méme 
ur que la précédente, mais nous croyons inutile de 
y arréter. 


1, Soit, par exemple, un céne & base quelconque: 

Fig. 96. prenons pour axe des x la per- 
pendiculaire OC, abaissée da 
sommet sar la base, et pour 
plan des yz un plan mené par 
Je sommet parallélement au plan 
de la base; appelons / la hauteur 
ne et b sa base. En menant A une distance OP =x 
an paralléle 4 Oz, I’aire de la section sera, d’aprés 





at 
éoréme connu, u= a Donec 


“bate 
v= [= = 


faisant x =h, ona, pour le volume du céne, a. 


3. Soit encore un ellipsoide rapporté 4 ses axes 
paux, 


atata 
stion GPH faite dans !’ellipsoide par un plan paral- 


Fig. 97- léle au plan yOz, menéa la dis- 
tance OP = x, a pour équation 


a a 
O45=1-5. 
at a 
On aura, pour ses demi-axes, 
en faisant successivement z= 0, 


v=o, 





PH>=e 
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De sorte que l’aire de Ja section est 
2 b 
nbe (: — =) — FP (a?— 2?), 


dou l’on déduit pour le volume V du segment compris 
entre les plans yOz et GPH, 





Oo 


Pour obtenir le volume de la moitié de l’el‘ipsoide, on 
fait, dans la formule précédente, x = a, et il vient 


Le volume entier de lellipsoide sera donc exprimé par 


4 


= tabe. 
3 

429, Considérons maintenant un ellipsoide rapporté 
@ trois diamétres conjugués obliques. Son équation est 


de la forme 


La section faite par un plan paralléle a yOz, 4 une 
distance égale 4 x, est une ellipse ayant pour équation 


xy ze a” —_ x 


of " ot gn? 


etles demi-diamétres conjugnés auxquels elle est rapportée 


ont pour longueurs = ate — x", £ a" — x?; done, en 


désignant par @!’angle que font entre eux ces diamétres, 
on aura pour la surface de la section considérée 


“= —— (a? — 2’) sin. 
Par suite, on aura pour le volume du segment d’ellip- 
Stcau.—An., I. 27 








v= 


a” 


emmmened 
. an 


a’? 


et pour l’ellipsoide entier 


4 
3 


axes. On en déduit aussi 





> L 7 be Py re ghee: ve * , ae Uh : u + pte bog pe noone , bop nee . wy ra toe 
74 a uh By 2 omit ze ‘nn Pa |S + 1 “ 4 Rg RC - ere iq 6m! Ja 4a cet ee pap er . 
poe de 5k, Oy a al a4 cian b : 1s: ss dorss age . , Si aos it aon Bee to 
eo at wa TS Ree hey RR RO ME . id fF eM annie 8 UH 7 wy Py ade ag TR oe oe Mig” et cl aL ¢ or 
ne L : . ary 7 . 7) age er . . a ae fF ‘ : : " oe ° eT ey a Cet pe * os 
. . . . . woe ows - . rary Oe 
+ aoe . : : 2 .. Seog: : 2 fay 


ve: 
we 


1a 
a eee oF 
i i re 





. eer’ 





__ 2 6'e’sin 6 sind 


rb'c'sin@ sini 
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f (a? — 2")dzxr 
o | 
(a2 —_ 3) 9 


@ 


= wa’ b’c'sin@ sini. 
430. En comparant cette expression du volume de ]’el- 
lipsoide a celle qu’on a obtenue précédemment, on trouve 
a' b'c’sin @ sin). — abe, 


équation qui démontre que tous les parallélipipédes con- 
struits sur les diamétres conjugués d’un ellipsoide sont 
équivalents au parallélipipéde rectangle construit sur les 


nabe = ra’ b'c'sinOsin), 


c’est-a-dire que tous les cylindres circonscrits 4 ]'ellip- 
soide et dont les bases sont paralléles aux plans des courbes 
de contact sont équivalents entre eux. 


VOLUMES TERMINES PAR DIVERSES SURFACES. 


431. Imaginons maintenant une surface quelconque 
Fig. 98. 


CDEF dont Véquation soit 
F(z, y, 2)=0. 


Supposons que deux plans 
paralléles 4 yOz, menés 
aux distances OA =a, 
OB = 6, coupent la sur- 
face suivant les courbes CD 


et EF. Imaginons encore deux cylindres droits 


y=9(z), N=H(z), 
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ayant pour bases, sur le plan yOx, les courbes RV et ST 
et coupant la surface suivant Jes courbes CF et DE. On 
pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, 
mais il vaut mieux rendre la question plus générale en 
considérant une seconde surface C’D’E’ F’, dont l’équa- 


tion est 
F, (z, y, 2) =0, 


et chercher le volume CDEFC’ D’E’F’. 

Pour cela, menons 4 une distance arbitraire x = OQ, 
comprise entre @ et b, un plan paralléle 4 yOz, et déter- 
minons l’aire de la section GHH’G’. Or cette aire plane 
est comprise entre deux courbes dont les équations 


(1) 2=f (x, t),) BA (z,y), 


s obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, la 
variable x égale 4 la constante OQ. Elle aura pour 
différentielle (z — z,) dy, z et z, étant, d’aprés les 
équations (1), des fonctions de y correspondantes 4 une 
méme valeur de cette variable. On aura donc, en intégrant 
entre les limites y et y;, 


Is 
aire GHG’ H’ — { (z— 2,) dy. 
x 


Ainsi z— 2, étant une fonction de y dans laquelle x entre 
comme constante, on trouvera pour l’intégrale indéfinie 


[leva =alay) +6, 


On fera, dans cette fonction, y = 9 (x) et y = (x) suc- 
cessivement, x étant regardée comme constante, d’ou |’on 
déduira | 


#(=) 
f{ (2 — z,) dy = aire GHH’G’ = x[x, p (x)] — x [2, 9(z)], 
p(=) 


résultat qui ne dépend que de zx. 
27. 
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En regardant de nouveau x comme variable, on aura 
pour le volume demandé 


b b P (=) 
v= f { [2,9 (z)]—n[ 2,9 (x)}} dx= f dx J «) (s—z,) dy. 


432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 
sent a des plans paralléles 4 zOy, 9 (x) et } (x) ne sont 
plus que des constantes c et e, indépendantes de la valeur 
OQ de x, et Ja formule se réduit a 


v= fia fuse 


433. Si la surface inférieure se confond avec le plan zy, 
on aura Z, = 0, et 


v= dz zdy, 
a (=) 
pour le volume compris entre une surface quelconque, 
le plan xy, deux cylindres paralléles 4 |’axe des z et deux 
plans paralléles au plan zOy. 


434. Ce qui précéde peut servir a déterminer le volume 
d’un corps quelconque terminé de tous cétés par une sur- 
face dont l’équation F (x, y, 2) = 0 est connue. 

Imaginons un cylindre circonscrit a la surface, parallé- 
lement a l’axe des z; comme en chaque point (x,y, 2) 
de la courbe de contact le plan tangent 


dF dF dF 
de (Xa) + 7 (Y—y) + | (4-2) = 0 
est vertical, on a 
dF (2, Ys 2) __ 
— da 


L’élimination de z, entre cette équation et celle de la 
surface, donne une équation 


b(z,y7)=9, 
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qui représente Ja trace du cylindre sur le plan xy. Cette 
Fig. 99- courbe est, par hypothése, une. 
a courbe fermée, et, en ]a coupant 
par un plan paralléle 4yO.z, on 
aura deux ordonnées y = 9 (x) 
ety: = 91 (x) représentées sur 
? la figure par QI, QK, et’ ana- 
logues aux lignes de méme nom. 
dans la question précédente. 

De méme, ce plan sécant déter- 
minera dans Ja surface une courbe fermée, et si z= MP, 
2, = MP sont les deux valeurs de z correspondant 4 la 
valeur y= PQ, l’aire de cette section sera exprimée par 


[fe — 1) dy. 


Si maintenant on désigne par a et & les distances du 
plan yOz aux plans tangents & la surface, qui lui sont 
paralléles, on aura pour le volume du corps 


’ 7, 
v= as f (2—2,)dy. 
@ y 


EXERCICES. 
4, La sphére x?+ y?+ 2? =r? est percée a jour par les devx 


cylindres tee 
Y+2—r2=0, 


P+ + re =o. . 
Le volume du solide sphérique non enlevé est égal & er. 


2. Calculer le volume compris entre le plan xy et les surfaces 
représentées par les équations 


alt —@) 
(eaery (r= er 1 2a. 
Soutioy. y = rab8 





c 
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INTEGRALES MULTIPLES. — AIRE DES SURFACES COURBES. 





Intégrales doubles. — Intégrales triples. — Théoréme sur l’ordre des 





= intégrations. — Quadrature des surfaces courbes. — Aire des surfaces 
= de révolution. — Application a la sphére, & lellipsofde. 

DES INTEGRALES DOUBLES. 

j 435. Toute expression ow il entre deux intégrales re- 
. latives 4 des variables différentes, comme celles que nous 
4 avons obtenues 4 la fin de la derniére Legon, est ce que 
a on appelle une intégrale double. 

% Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les 
Z limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le 
‘ cas contraire, et on la représente alors simplement par 
z f { zdxdy. ° 

ia b p (x) 

Py ° , e 
Na 436. Une intégrale double { Ax f zdy est la li- 
bE vara 

LS mite de lasomme de tous les produits de la forme z Ax Ay 


entre les limites des deux intégrations. 
} (2) 
En effet, { zdy est l'intégrale définie de zdy 
? (2) 


prise entre les limites 9 (x) et p (x) de y, x étant re- 
gardée comme constante ;: on a donc (375) 


b (2) 
f{ . sdy = lim > (247). 
9 | 


(x) 
Par conséquent, en multipliant par Ax et faisant varier 
© depuis x = a jusqu’a x = 5, il vient 


> (s+ f"se)=> [a2 lim >) (247). 


a be. PIT F ORT ET 
ine ieee aie Se aa ee 
. 


ae 





IRF 
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Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plu: 
ona 


(2) 8 rue) 
lim (2 +r) =f ae f ady; 
2 (2) ees) 


d'un autre cété, x étant regardée comme constante, dar 


d(z4y), ona 
lim [s= lin (say) ]= im> [ims (saya), 


ou bien 


iim 5 [ sstim $ (247)] slim SD (2aya2). 


Donc enfin 


é b () 
asf dy =lim (saydr), 
f ) == 


ce qu'il fallait démomtrer. 


437. On peut d’ailleurs démontrer ce théoréme pi 
des considérations géométriques. Soit 


z=F(z, y) 
Véquation d'une surface : l’intégrale double 


b v (2) 
f dz f ady 
a 9 (7) 
représente, comme on I’a yu au n° 433, le volume 
compris entre cette surface, le plan xy, deux cylindr 
paralléles 4 l’axe des z et deux plans paralléles au pla 
2Oy. 

Soient M et M’ deux points voisins quelconques sur 
surface, Construisons le rectangle Pp’ dont les cou 
paralléles aux axes Ox et Oy soient conduits par l 
points P et P’, pieds des paralléles a I’axe des z mené 
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par les points Met M’. Les plans MPp, mpP’, M’P’p’ et 
Fig. 100. m'p'P coupent la surface suivant 
un quadrilatére courbe MM! : le 
volume Vest la somme dessolides 
analogues 4 MP’, terminés aux. 
limitesconvenables.Soit MP=s, - 
et soient z — a la plus petite, et , 
z+6 la plus grande distance 
_ des points de la surface au plan 
xy dans toute I’étendue du quadrilatére courbe MM’. 

Le volume MP’, que nous désignerons par AV, est 
compris entre deux parallélipipédes rectangles ayant pour 
base commune Pp’ et respectivement pour hauteurs z—z 
et z+ 6; comme ailleurs le rectangle Pp' = Ax Ay, 
on aura 

(sa) Ardy CAV < (z+6) Ardy, 
ou 
AV 


soa 6. 
*<aeay St 


Mais « et 6 s’annulant avec Ax et Ay, ona 


* AV 
lim Beay = ze 
Par conséquent, 

AV=zardy(1+7), 


n devenant nul en méme temps que Ax et Ay. 

Pour chaque valeur de Az, on a une infinité de va- 
leurs de Ay qui produisent dans le solide une tranche, 
dont le volume sera représenté par 


Dleszay(r+a)}. 


Puis en faisant varier x, c’est-a-dira en prenant les autres 
valeurs de Ax, on a une suite de tranches dont la somme 
donne, quand on passe & la limite, le volume. V, @t- par 
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_ conséquent, 


v= lim Si [zsxay (1 +n)]. 
Mais 


DVD lesear(s +x)] => (zArdy) + >> (nzArAy). 
Or 
>> (nzArAy) =o. 


En effet, en supposant tous les points M, M’, etc., assez 
rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire 
en sorte que pour chacun d’eux on alt n<¢, ¢ étant une 
constante arbitraire que l’on peut supposer aussi petite 
que l’on veut. Par conséquent, 


>> (nzaxdyi< yy (ezAxcAy), ou <> (zAxrdy). 


Or cette derniére quantité est nulle a la limite, puisque ¢ 
peut étre pris aussi petit que J’on veut, et que d ailleurs 


>> (zAxAy) a une valeur finie. Done enfin 


¢ (2) 
V ou f az zdz = lim YS (zdzdy). 


9 (2) 
INTEGRALES TRIPLES. 


A438. Soit U= f(x, y, z) une fonction de trois va- 
riables indépendantes x, y, z. 

Si l'on intégre la différentielle Udz par rapport a z, 
c’est-a-dire en regardant x et y comme des constantes, 
et si l’on fait varier z entre deux limites représentées par 
deux fonctions de x et de y, savoir f (x, yjeFk (2; Xx), 


on aura l’intégrale 
F (x, x) 
f - Udz, 
_ wE(s,9). 


qui sera une fonction-de x et dey. 
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Considérons maintenant x comme constante dans la 


metion 
F (z,7) 
ay Uds. 
f@,7) 


atégrons cette fonction par rapport 4 y en faisant varier 
entre deux limites représentées par 9 (xr) et p (x) : on 
ura l’intégrale 


¢() Fle) 
Sa” 
# (2) far) 
ui sera une fonction de x. 
Enfin, si l’on intégre la différentielle 


e @ F(z, 2G 
«f° 
9 (=) ta) 
ar rapport a x, en faisant varier x entre deux limites 
uelconques a et 6, on aura pour résultat 


5 #0) Fr, _ 
Lely th 
a P@) fer) 
‘ette expression se nomme intégrale triple ; on la repré- 


mite aussi par 
Jf frasaras. 


On concevra de méme une intégrale d’un ordre quel- 


onque. 
On démontrera encore, dans le cas de l’intégrale triple, 


ue 

b (2) F(z, 7) 

dz qd Uds = lim UAzr Ay Az). 
[a op a fie omen BEE ose 


?@) 7) 


adémonstration étant tout 4 fait semblable 4 celle que 
ous avons donnée pour une intégrale double, nous nous 
ispenserons de la répéter ici. 
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THEOREME SUR L’ORDRE DES INTEGRATIONS. 


439. Nous avons obtenu précédemment (431), pour 
Pexpression du volume compris entre deux surfaces, 
deux cylindres paralléles 4 l’axe Oz, et deux plans paral- 
léles an plan yz, l’intégrale double 


? (*) 
f ae fo (z — 2,)dy. 
9 (=) 


Ici Pordre des intégrations n’est pas indifférent. Ainsi 
l’on n’obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par 


la formule 
Vy) (x) b 
fi ay | (2 —2,)dx 
9 (x) a 


Toutefois, si 9 (x) et }(x) sont des constantes a! et 5’, 
c’est-a-dire si les deux cylindres paralleles 4 l’axe des z 
se réduisent 4 deux plans, il sera indifférent de com- 
mencer par l’une quelconque des deux intégrations; car, 
en répétant les raisonnements du n° 434, on voit que le 
volume en question a tout a la fois pour mesure l'une 
quelconque des expressions 


b b! b! b 
f dz‘| (z—2z)dy ou f x f (2 — z,) dx. 
a , / a 


a ea 


DE L AIRE DES SURFACES COURBES. 


440, On appelle aire d’une surface courbe , terminée 
4 un contour quelconque, la limite vers laquelle tend 
Paire d’une surface polyédrique composée de faces planes, 
qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent 4 devenir 
tangentes a la surface considérée. On suppose d’ailleurs 
que le contour qui termine la surface polyédrique se rap- 
proche indéfiniment de celui qui termine la surface 
courbe. 

Nous allons d’abord démontrer l’existence de cette 
limite. 


73 
eee: 
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Prenons sur la surface deux points M(x, y, 2), et 
MW! (2+ Az, y+ Ay, z+ 42). Soient P et P’ leurs pro- 
Fig. 101. jections sur le plan zOy. For- 
mons le rectangle PP’ = Ax Ay 
dont les cétés soient paralléles & 
Ox et A Oy, et concevons un 
prisme indéfini ayant pour base 
Zz ce rectangle, et dont les arétes 
Pp soient yerpendiculaires au plan 
e xy. Ce prisme intercepte sur la 
urface donnée un quadrilatére curviligne MM’, et sur 
a surface polyédrique une aire » qui, si elle n’est pas 
olane, sera composée de parties planes a, a’, a”, etc. 
Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent 
ndéfiniment 4 se confondre avec le plan tangent 4 la 
urface au point M, si 0, 6’, 6”, etc., sont les angles 
‘ormés par les plans des éléments a, a’, a”, etc., avec le 
olan ay, et si A est l’angle que forme ce dernier plan 
wec le plan tangent en M, on aura 




















y 


c0s@ =cosr(1+ a), cos’ =cosd(1-+a’),.. +5 


¢, @’, etc., désignant des quantités qui s’annulent en 
néme temps que Ax, Ay. Mais le rectangle PP’ est la 
‘omme des projections de tous les triangles dont nous par- 
ons. Done 


eA y =a cosi(t +a) +a’ cosh(1 +2’) +a” cosh(1-+ a”) + «5 








oy 
Aray ad+a"+...+(aata’a’ tae" +...), 
cosh 
va, comme a+ a’+a"-+. o, 
Ard, 
ev =e +(aa+a'a'+a%a"+...). 
cosh 


En opérant de la méme maniére dans toute l’étendue 
le la surface, on aura un certain nombre d’équations ana- 
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logues a celle-ci, et qui, ajoutées membre a membre, don- 
neront légalité 


ye = Yio +) (aa + a’a’+a"a"”+...). 


cosh 





Donc 


lim 





Az A : . | “a 
= = =lim So + lim} (ae + ala! + a” a’ +...). 


Or 
lim > ( (aa+a’a’+ta’a”4+-...)=0, 


d’aprés le théoréme démontré au n° 16 : done 
_. AxAy dx dy 
lim De _ lim ya Cosh =ff cosh 


On voit par la que Yio, ou la surface polyédriquc, a 





une limite. 


441. Ainsi, en appelant A l’aire de la surface, on a 
a—f{ dx dy 
cos) 
dz 


Si p et q | sont les dérivées partielles - . et dy tirées de |’é- 





quation de la surface, on a 


I 


LD 
Vi+p +9 
a= [vier q° dx dy. 


Si la surface est limitée aux plans x = a, y = b et aux 


cylindres y =o (x), y= (x), on aura 


be) | 
aa flaf Wie P+ Es 
(2) 


cos A == 


etil vient 


me | t 


‘la: marche par laquelle on parvient. a ces. limites est Ia 
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méme que celle que nous avons déja suivie dans une autre 


question (431). 


ALRE DES SURFACES DE REVOLUTION. 


442. L’aire d'une surface de révolution s’obtient par 
une seule intégration. | 

Soit CMD une courbe plane qui, par sa révolution au- 

Fig. 102. tour de l’axe Ox, situé dans son 

plan, engendre la surface dont on 
veut avoir l’aire. Soit CMM’D 
un contour polygonal inscrit 
dans cette courbe. On peut 
considérer l’aire de la surface 
comme la limite vers laquelle 
tend la somme des surfaces des troncs de cénes engendrés 
par le contour polygonal, lorsque ses cétés décroissent 
indéfiniment, en méme temps que leur nombre augmente 
jusqu’a linfini. 

Soient 

M(z,7) et M’(x#+ Aa, y+ Ay) 





“yw ope pra we ae wry ST EE pe wr, .5 Ps eat ¥ ~ ower . ers t 
<- T *l ‘eG Te San Md ar : r , 18 eee: iets Fae Se ats tn 2 * 
. : . ie : "4 te fog oh wee ° . lo 
ry oo. oe . . 


Sai sad 
bem, 
o 


deux sommets consécutifs du contour polygonal. La sur- 
face décrite par la révolution de MM’ a pour mesure 


~ 


tr hee oad 


~ MM’ (circ MP + cire M'P’) 


F ou 

a aay 

us a(ay + Ay) Ax V+ (<7) . 

a Mais comme 

Boo. : 

i. . / Ay\?* dy\? 

om 4 I —j}—2 I ae 

4 lim (ay + 47) (/1-+ (SZ) = ay 4/14 (ZT) » 

oe 

Bt il s’ensuit que l’expression de la surface du tronc de cone 


sera 


fay \? 
2ny Ve (=) + <| Ax, 
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a désignant une quantilé qui s’annule avec Ax, et, par 
suite, la surface décrite par le contour polygonal aura 
pour mesure 


p> any| \/ 1+ (2) +0 ]ae 


En désignant par A la surface cherchée, on aura donc 


A=Im (oxry/ I+ 1+ Lae) + 2anylim } ( (2Ax). 


Mais lim > (a Ax) =o (16), et ° 


ree db __ 
dy? _ dy\?- 
tim (anry/ 1+ Lax )=an f yaey/ 1+ (2) 3 


donc 
b cae 
dy\? 
Asan [ yaey/1+(%) ’ 


a et 5 étant les abscisses des extrémités de l’arc CD. 
En désignant par s un arc compté 4 partir d’un point 


fixe, on a . 
idly \3 
— f “\. 
ds = dx\/ I+ (=) 


| x 
A= an f yds. 
a 


SURFACE DE LA ZONE. 


Donc 


443, Comme application cherchons la mesure de Ja 
Fig. 103. zone engendrée par la révolution 

de l’arc de cercle CD tournant 

autour du diamétre OL. Soit 


x +y _ R? 
Péquation du cercle. A étant la 
surface de la zone, si OA=a, 





PPT UT TD NET LER 
Pa ; . . o . ce 


Ae a oe oe 
. ' 
. 


xy 


reer 
.. 


ak MER ete Ba ae 
Sere, — 


wre 
ey! 
r) 


ot AES 


od a a Senki | oo fa ne 
12 TER Tae SD 
-~ : . 


Tye, 
+ fy To 


a 








sf 


St oly oak ee 
Be 
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et OB = b, on aura at y 


b Fy 
_ uy - E 
a=aef yay/r+ (2) — | 
b —>F rl 
sar f ydry/1+ 528 [ Rdz, 
a J ‘Ja en | 


donc enfin 


4 + 


e 


A=2nR(b—a)—2nR X<AB, 
résultat connu. wy 
Si Pon veut avoir la surface de la sphere entiére, il 


faudra intégrer depuis x 2=— R jusqu’a r=R, ce qui 
donnera l’expression connue 47R*. 


SURFACE DE L ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


AAA, Supposons que !’ellipse OAB tourne autour d’un 

Fig. 104. de ses axes OA, ét cherchons a 

évaluer la surface engendrée par 

Ja révolution de l’arc BM, qui 

\__ commence 4 Il’extrémité B de 
of PA l'autre axe. On aura (442). ,, 


saan [rye @ 


Or l’équation de l’ellipse, a*y* +- 5*x* = a*b*, donne! 


dy Bx 
dz wy? 
d’ou a 
dy\2 yt Bh yt 
a (ZV VO te 
dx: ary 1 


Remplacant dans cette expression a*y’ par a*h*— 5*z' 


il vient 
2 4 y 2 2 
V/ 1+ (2) __ by¥at— (a — &) a? 5 


ds a’y 
Supposons d’abord que a soit plus grand que J,'c’est-a- 
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dire que l’ellipse tourne autour de son grand axe. Posons 


a* — 5*=ae. Il vient alors 


_ dy\? 6b 
+7 = 


par conséquent, 





& f* z 
A=anef de ah — os = OT f dx v2 
ho a@ o \ e 


Or (404) 


av a a? , Cx 
2 dz: —~—r=er = — 27+ — arcsin —; 
° é e e? a 


at be a - @ . Cr 
A= —I/!e2 — — 27+ —arcsin— }- ° 
a e? e? a 


445. Si l’on fait dans cetie expression x = a, et si l’on 
prend le double du résultat, il vient 


donc 


onbt + 2% 





ba 


arcsine 


pour la surface totale de l’ellipsoide. 
Si e = 0, l’ellipsoide devient une sphére, et en obser- 


vant que lim 


pour la surface de la sphére. 


446. Soient maintenant 


arcsine 





<= I pour e= 0, on retrouve 47a* 


a<ib et ¥e?— a= be: 


on aura 


x 
bfa + (ea 
.*] 


Or 





2nb 
a’ 


a2V2?-+e¢ 
faeVeo c= 


a‘y 


Stunu.- 47n., [. 





x 2 z rs 
f dx Vas + b% 6%? = sin :f ar\/ + 2%, 
o o 


b'e? 


+ <1 (2+ yz+e) + C; 


“+ 98 








o 
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- donc 


zr be a‘ 
ata / ve + a? ves >+ »)|+o. 


Comme cette intégrale doit étre nulle pour x=a, on 
nbe as 12 


aura C= — —-- ole 





{ 
nBte aw a (*tV pet” 
—- ey 2 ES e 
A= a? o\/ fates a? 
be 


Si l'on fait z= a, on aura en doublant 


anb Va? + be? + —— 


29a? ra (e+ Va? + vey 


pour la surface totale de Vellipsotde, 


447. Si l'on suppose ¢ =o, on voit, en développant 


a? +- be? =a(r + “S) 
par la formule du binédme, que 


, ( be +- a? + be") 


On retrouve ainsi 4x a* pour la surface de la sphére. 


(*) Cette formule se réduit a une forme plus simple en remplacant b*e* 


par sa valeur 5*— a*, Elle devient alors 
! 


b - 
a = 27%6*-+- 27a*} [: (e+s)/" 


8 
an bt. =") 
e 
I 
5 - . 
Quand b= a, ona==1, €é=0, W(1-+-e) =, et par conséquent 


a7 b*-+-27a*= 470° pour la surface de la sphére. 














TABLE 


DES DEFINITIONS, DES PROPOSITIONS ET D 
FORMULES PRINCIPALES 


CONTENCES 


DANS LE PREMIER VOLUME DU COURS D’ANALYSE. 


PREMIERE LECON. 
NOTIONS FRELIMINAIRES. 


4. Nortons sur Les Fonctions. — On appelle variable une q 
tité qui prend successivement différentes valeurs, et constante 
qui conserve une valeur fixe dans le cours d’un méme calcul. 

2. Quand les valeurs d'une variable dépendent de celles que p 
‘une autre variable, la premiére est dite une fonction de la secc 

3. On nomme variable indépendante celle & laquelle on d 
des valeurs arbitraires, et fonction la variable qui prend des val 
correspondantes. 

On indique différentes fonctions d’une variable x par f(z), 9 
F(z). Le résultat dela substitution de a la place de x dans ; 
est indiqué par f(a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par f (x, 9 
(2, 12), F(a, y, 2),-++. On indique par f(a, b,c), ¢(a,e 
F(a, 6, ¢),..., les résultats que l'on. obtient lorsqu’on met a, 
ala place de x, y, 2 dans ces fonctions. 

4. On représente une fonction d’une seule variable par l’ordo 
d'une courbe plane, et par une surface, une fonction de deux 
riables indépendentes. 

3. On nomme fonction explicite celle qui est exprimée in 
diatement au moyen de la variable ou des variables dont elle 
pend, et fonction implicite celle qui est liée aux variables dont 
dépend par.des équations non résolues, ou par des conditions ( 
conques non exprimées analytiquement. 

6 & 9, MérnopE pes LimiTes. — Quand les valeurs succes: 
d'une quantité variable approchent indéfiniment d’une quanti 

28. 
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et déterminée, de maniére-@ n’en différcr qu’aussi peu qu'on vou- 
dra, cette quantité fixe est appelée la dimite des valeurs de la va- 
riable. | OO 
.Si deux quantités qui varient simultanément restent constamment 
égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles 
passent, et si l’une d’elles tend vers une limite, l’autre tend aussi 
vers la méme limite : principe de la méthode tes limites. 


10 4 42. Méraope inFinitésimmace: — Ua infiniment-petit.est une 
quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro. 

Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent 4 rendre plus 
aisé le calcul des quantités finies. 


43. Takoniue I. — La limite du rapport de deux quantités infi- 
niment petites n'est pas changée quand on remplace ces quantités 
par d'autres qui ne leur sont pas égales, mais qui ont avec elles des 
rapports tendant vers !’unité. 


14. Autre énoncé : La limite du rapport de deux infiniment petits 
ne change pas quand on jes remplace par d’autres qui en different 
d’une quantité infiniment petite par rapport a eux. ; 


43. Tutornkme Il. — La limite d’une somme d’infiniment petits 
ne change pas quand on les remplace par d’autres dont les rapports 
aux premiers ont respectivement pour limite l’unité. 


16. Tatortue. — Si une somme d'infiriment petits, dont le nom- 
bre augmente indéfiniment, a une limite finie, !a somme des pro- 
duits obtenus en les multipliant respectivement par d’autres infini- 
ment petits aura pour limite zéro. 


47. DIFFERENTS ORDRES D'INFINIMENT PETITS. — Quand des infi- 
niment petits dépendent les uns des autres, on en prend un pour 
infiniment petit principal. On appelle infinément petits du premier 
ordre tous ceux dont les rapports a |"infiniment petit principal ont 
des limites finies; infirtiment petits du second ordre ceux dont les 
rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment 
petits du premier ordre, et ainsi de suite. 

Si « est un infiniment petit du premier ordre, p étant fini et p 
infiniment petit, «"(p»-+ 6) représentera un infiniment petit de 
l’ordre de 7. ° 

Autre énoncé des théorémes I et If (43, 45): 

Quand en cherche Ja limite du rapport de deux quantités com- 
posées d’infiniment petits de divers ordres, on peut ne conserver, 
dans chacune de ces quantités, que les infiniment petits de l’ordre 
le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs quantités 
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infiniment petites, on peut ne conserver que les infin 
de l’ordre le moins élevé. 


DEUXIEME LECON. 
THROREMES SUR LES DERIVRES ET LES DIFFERENT 


48. OniGINg DU CALCUL DIFFERENTIEL, — Ona été: 

découverte du calcul différentiel en cherchant une méth 

Fig. 2. pour mener des ta 

courbes planes repr 
des équations. 

Soit lacourbe AM 
M(2, 7), M'(2+ 
la sécante M’MS, 
gente MT, 


tangIMR 








guand / diminue indéfiniment jusqu’a zéro. 


49. Bor pv cALCcUL pirrERENTIEL. — FoNcrion DERI 
calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaqu 
Ja limite du rapport de l’aceroissement de la fonction 4 
variable, quand celui-ci diminue jusqu’a zéro. Cette limi 
Iée la fonction dérivée de la fonction proposée. On la 
par y! ou par f'(x). 

20. Dirrénentietie. — Le produit de l’accroissemen 
riable indépendante «x par la dérivée de la fonction s'apy 
ferentielle de la veriable y, et on la désigne par dy: 

dayh=f' (xh 

La différentielle de la variable indépendante n’est autri 
Taccroissement A. 


La dérivée d’une fonction d’une variable est le quotiet 
férentielle de la fonction par la différentielle de la varial 


21. dx et dy sont les accroissements correspondants di 
quand on passe du point de contact M situé sur la court 
quelconque I de la tangente, tandis que * ou M’N est 
ment de l’ordonnée de la courbe correspondant au méme 
ment h = dz de |’abscisse. 


22. Le rapport de l’accroissement de la fonction a la di 
de cette fonction tend vers l’unité. 
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93. Paopaiétés GENKRALES DES FONCTIONS DERIVEES. — Une fonc- 
tion croft ou décroft 4 partir d’une valeur déterminée de z, suivant 
que sa dérivée est, pour cette valeur, positive ou négative. 


24. Si la dérivée d’une fonction est nulle pour toutes les valeurs 
de x comprises entre a et 5, cette fonction a une valeur constante 
dans cet intervalle. 


25. Si une fonction est croissante dans un certain intervalle, sa 
dérivée ne peut devenir négative dans cet intervalle; si une fonc- 
tion est décroissante, sa dérivée sera négative. 


26. Si la dérivée d’une fonction était constamment infinie, x serait 
une constante. 


27. Quand on considére plusieurs variables z, 7, z, u, on repré- 
sente les accroissements simultanés de ces variables par Az, Ay, 
Az, Au, 

28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de 
Ja variable indépendante, leurs différentielles ou leurs dérivées sont 


égales. 


Deux fonctions qui ne différent que par une constante ont la méme 
différentielle. 

29. Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont 
égales entre elles, dans un certain intervalle, ces fonctions auront, 
dans cet intervalle, une différence constante. 

30. DES FONCTIONS DE FONCTIONS. — Quand on a 


u=9(y), 
y étant elle-méme une fonction de z, f(z), on dit que u est une 
fonction de fonction de x. 
du ' , 
an = P(N) S (2) 


La dérivée d’une fonction de fonction est égale au produit des 
dérivées de ces fonctions. 


31. On peut écrire 
du = 9'(y) dy. 


32. 
du _ du dy, 
dx dy dz 
33. Si lon a 
? = (zu), “= 9(y); y=f(z), 
on aura 


F =u) (f(z) 
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la dérivée de la fonction » est égale au produit des dérivées des . 
trois fonctions dont elle est formée. Cette rdgle s’applique a un 
nombre quelconque de fonctions. 


TROISIEME LECON. 


REGLES DE DIFFERENTIATION. 
34. Sommer. 
d(u-+-e — 2) = du-+- dp — dz, 
35 4 37. Propuit. 
dy = d(au) = adu, 
d( uv) = eda -- ude, 


d(uez) = ozdu +- uzdv +- uvdz, 


d(uez...t) du dv. dz dt 
“wrt a tp Pe ts 
38. QUOTIENT. 


at edu — ude ; 


~  # 
390 & 42. PUISSANCE ™ QUELCONQUE. 
du™ = mu™' du. 


43. EXPRESSION IMAGINAIRE. 


d(u-+-o /—1) =du+do/—1. 


44 et 45. AppLicaTIONs. 
1° Courbe telle, que la sous-normale ait une longueur constante a. 


xy? = 2ar-+e. 


2° Courbe dont la sous-normale est une puissance donnée de |’ab- 


scisse. 





y= al be, 


3° Courbe dont la sous-tangente est en raison inverse de l’or- 


donnée. 


LY — cy = — a’. 
4° Courbe dont la normale est constante. 


(7 — ety? a. 
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46. DirpFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES. 


d 
y=f(u,e), d= Du + < de, 


47. tok 
y=Sf(u, 9,2), =F ta Lado Lae 


QUATRIEME LECON. 
NOTIONS SUR LES SERIES. 


48. Dérinrrions. — Série, suite composée d’un nombre iafini de 
termes formés d'aprés une loi déterminée. 

Si, A partir d’une valeur de ~ suffisamment grande, la somme des 
n premiers termes S, approche indéfiniment d’une limite finie et 
déterminée, quand 2 augmente de plus en plus, la série est conver- 
gente, et la limite S vers iaquelle elle tend est la some de la série. 
La différence S — S, = R, se nomme le reste de la série. 

Si S, croit au dela de toute limite, ou n'a pas de limite fixe, la 
série est divergente. 


49. THEOREMES SUR LA CONVERGENCE D&S SERIES. — Pour qu’ane 
série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste 
en ce que la somme d’un nombre quelconque de termes au dela 
du 2*™, u,, soit aussi petite que l’on voudra, si 2 est suffisamment 
grand. 


30. A partir d’un terme u,, 2 étant assez grand, les termes doi- 
vent finir par devenir plus petits que toute quantité donnée. Con- 
dition nécessaire, non suffisante. 


31. En général, pour reconnattre si une série est convergente, 
on compare ses termes, 4 partir d’un certain rang, 4 ceux d’une 
autre série qu’on sait étre convergente, et s'il arrive que les termes 
de Ja premiére soient inférieurs ou au plus égaux a ceux de la se- 
conde, alors cette premiére série est convergente. 


52. Tntornime I. — Une série dont tous les termes, ou du moins 
les termes trés-éloignés, sont positifs, est convergente si, a partir 
d’un certain terme, le rapport d’un terme quelconque au précédent 
est plus petit qu'un nombre déterminé 4, qui est lui-méme plus 
petit que |’unité. 


33. Tutorime II. — Une série & termes positifs est convergente, 
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si, a partir d’un certain terme, on a constamment 


Vime<c ect. 


34. Les termes d’une série ayant des signes quelconques, si la 
série qu’on obtient en prenant positivement tous les termes au dela 
d’un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi. 

Condition suffisante, non nécessaire. 


35. Tutoréme III. — Une série est convergente quand les termes 
éloignés sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent in- 
définiment. 


36. 
(u, +o, f—1) + (u, +o, Y—=1) +...+ (ute, V1) +...: 


série convergente, si les deux sommes 
Uh, A hy Uy tee thy teeeey OOO. ot Ot. 20, 
sont convergentes. 


57. ErupE DE QUELQUES SERIES: 


z* xz 


; a" 
1° Ia + strate tiie 


convergente, qucl que soit 2, 
ae I 
nmnra+ti-—esz’ 


R, << 





2 
x x 
2° I+ 2 COS t + = COS 2% +... —— 7, COBNE +--+, 


conyergente, quel que soit 2; 
° we 2 a” 
3 Peat yg tty tes 
convergente pour z entre —1 ef +1, 
. a I 





m(m—t).. (m—p+1) 
1.2...p 
‘convergente, si 2? <1; 


5° It+at+gtat. 


3" 4” 


divergente pour m=1, convergente pour m > 1; 
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0 1 
Sati ati a+r tras 





aaa 


vonvergente. On en représente la somme par ¢ : 
e est entre 2 et 3, 


R< 





? = 2,7182818, a un dix-millioniéme prés. 


38 a 64. Liurre pz (42)" QUAND 7 CROIT INDEFINIMENT. — 
Jette limite est le nombre e. 


82. e est incommensurable. 


CINQUIEME LECON. | 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. { 


63. FoNcrions LOGARITHMIQUES. 
dz 
dloga = = loge. 


64. Quand le nombre ¢ est la base, les logarithmes sont dits né- 
périens : nous les désignerons par 1. 


die=®. 
= 


On passe d’un systéme quelconque au systéme népérien, et vice 
versd, par la formule 





1 
loga =lz x Ge lx x loge. 


4 ou loge est le module du syst#me. Quand a = 10, le module est 
loge = 0,4342945. 


63 et 66. La régle de la différentiation des logarithmes est sou- 
vent utile pour différentier d’autres fonctions. 


67 4 69. FoNcTIONS EXPONENTIELLES. 
di =a" ladu, de*=e'dz. 
.a fonction Ce* est la seule qui soit égale 4 sa dérivée. 


DES MATIERES. 443 


70 4 75. FoNcTIONS CIRCULAIRES DIRECTES. — Sinz, COS7,... sont 
les rapports des droites ainsi nommées au rayon du cercle. x est 
la longueur d’un arc rapportée au rayon pris pour unité; si z est 
le nombre des degrés contenus dans z, 


T 180° 
t=-3-) Zz= —— K E= 67°16’ ze. 
18 ‘13 


L’arc égal au rayon = 57°16’. 











dasinz = cosrdx, dcosz = — sinzdz. 
| ' dz sinz dz 
dtangz = —=-- dcotz=—-—=-- dsécz = —_—: 
Cos’ z sin’ z cos’ z 


76 a 80. FoncTIONS CIRCULAIRES INVERSES. — L’arc dont le sinus 
est z se représente par arc sinz. 
du 








d arc sinu = ————. 
yi—u? 
du 
d arc cosu = —- ————— > 
1— u? 
du 
d arc tangu = . 
a 5 I-+ uw? 
du 


d arccotu = — ———-- 
I+’ 


SIXIEME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGEMENT 
DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


81 et 89. DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES 
PAR UNE SEULE EQUATION 


f(x,y) =o: 
df 
df,4i 4%, , Y__& 


83. ELIMINATION DES CONSTANTES. — Si entre une équation donnée 
et l’équation qu’on en tire par la différentiation, on élimine une con- 
stante, on a une nouvelle équation qui exprime une propriété de la 
tangente, commune a toutes les courbes que représente |’équation 
proposée, quand on y donne différentes valeurs a4 la constante. 
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84. FONCTIONS IMPLICITES DONNEBS PAR PLUSIEURS EQUATIONS. 


fz, 7,2) =0, F(x, y,2) =0, 
Bac thay+ tana, 


ar, a ae 





83 et 86. Si l'on a 7 équations entre 2-+1 variables, on égalera 
| zéro les différentielles des premiers membres de toutes ces équa- 
ions; on aura x équations du premier degré, d’ot Yon tirera 
z, etc. 


87. Dénivees BT DIVFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES, — Scit 
¢= f(z) une fonction quelconque de z, et y' sa dérivée. Si l'on 
lifférentie y', on obtient la dérivée de y', que on appelle la dérivée 
‘econde ou du second ordre de y, et qu’on désigne par y*. De méme 
"aura une dérivée y™, et, en continuant ainsi, on aura les déri- 
rées de tous les ordres de y. On les représente aussi par f'(z), 
(2), f"(2)s.005 

A ces dérivées correspondent les différentielles successives de y, 
jue ’on représente par d*y, d*y,.... 


dpay'dr, dty=y"do, @y=y"de,., dyayOdr, 
ay ay a ay 
dz 





=a = rag Wate 
88. EXxempLes : 
no yao", 
2° FH Ae Batt + C2 pee 


3i m est entier, or = 1.2. mA. 
Les dérivées suivantes sont nulles. 
3e yea. 





d* ay _ . 
Fs = a(lay. 
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§° | JX = loge. 
a® 
== (— yn 1.2.3...(2—1)z™. loge. 
. a” . n 
5° y= sinz, at = i (2+ 25) 


d"y n 
J = COS2, Te = 008 (2+ sr) 
89. Quand la. fonction y est donnée. par aan J(z, 7) =0, 
df af ri, ae, ae 
da dy? ~° dx +E + ihr" = Os 

On trouverait de méme y”, y'’,.... 

90. Do CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. — Si !’on a 
n équations entre (z +-1) variables, 7, xz, ¢, uw, °,..., on peut en 
regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres 
soient exprimées en fonction de celle-ci. Si l’on choisit ¢, par exemple, 


“e F=HVH(t) et dry = YO(t) der. 
91. Si l’on prend ¢ pour variable indépendante, et que !’on con- 
sidére-x et y comme fonctions de 7, on a 
dy = f'(x) dx, 
dty = f* (x)de'+ f'(x)d?z, 
dy =f" (¢)d24-3f"(r)drd?z+f'(x)d'a; 
y(t) =f" (x) (4), 
H(t) =H" (x) et +f'(z) o"(t), 
p" (2) =F" (x) g(t) + 3f"(z) 9 (2) °(e) + F(z) 9" (4). 
92, 93. Réciproquement, 


f(r) == 

dx d?y — dyrd’ 
f" (z) = os 

dx(dxd'y — dy d' x) —3d'’x2(|(dzd*y — dyd' x) 
f° (2) = eS 


les différentielles dans les seconds membres sont relatives a ¢. 


94. La dérivée premiére f'(2) est la seule dont l’expression par 
les différentielles de « et de y reste la méme quand on cesse de 
prendre x pour variable indépendante, ou quand dx cesse d’étre 
constante. 


446 TABLE ANALYTIQUE 
98. Vérification des formules générales. Si 2 = ¢, 


HaaBZ eyaLh, pyar 
96. Si l’on prenait 7 pour variable indépendante, |’équation 
=fl2), 
étant résolue par rapport @ x, donnerait une valeur de la forme 
2=F(y). 
F(y) cat dite la fonction inverse de f(z). 
"e) = 
F(z) = Foy’ 
” Fy) 
f=) = EG 
= 3 (yl — Fly) FM(y), 
f(z)= Try 
97. Exemple. 








SEPTIEME LECON. 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


INDEPENDANTES. 


98. DiFPERENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D'UNE FONCTION DB 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Si dans une fonction de 
plusieurs variables indépendantes 


u=f(z,7 2), 
on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée de la fonction 
par rapport & 2, cette dérivée partielle sera une certaine fonction 


9(x,7,2); on la représente par la notation & ou Hla y3), Eo 
multipliant la dérivée partielle par dz ou par l'accroissement atbi- 
traire de z, on aura la différentielle partielle de u par rapport a 2, 
du 

9(2, 7, 2)dz, ou Fede, 

99. La somme des différentielles partielles de « par rapport & 
toutes les variables s’appelle la différentielle totale de u. 

100. 


bu = [9(2, 7, 2) Az + (2,7, 2) dy + x (2,7, 2) 45] 
+ (abot pray + 7"Az). 





DES MATIERES. 44r 


L’accroissement de la fonction « se compose de deux parties : 
dans l'une, les accroissements des variables sont multipliés par des 
fonctions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dé- 
rivées partiellés de «; dans l'autre, ces accroissements sont multi- 
pliés par des quantités =, 6", 7" qui s’évanouissent en méme temps 
qu’eux. 

101. Exeupies. 


102. PRopaikrksS DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE. — La limite du 
rapport de l’accroissement d’une fonction a sa différentielle totale 
est l’unité. 


403. Quand une fonction de plusieurs variables est constante, sa 
différentielle totale est nulle. 

Si deux fonctions ont une diflérence constante, leurs différentielles 
partielles ou totales sont égales, et réciproquement. 


404. DIFFERENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. p fonction composée de deux 
fonctions des variables: p = F (u,¢), u et o étant des fonctions des 
variables indépendantes z, y, 2: . 

dp _ dpdu , dpdo 

dx dudzx do dx 

dp _ dp du , dp dv 
dy dudy ' do dy’ 
dp  dpdu + dp do | 
~ dz” dudz~ de dz’ 

la différentielle totale de p: 
_ dp 
dp = a at + ao 2 


405. DrmrrF&RENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDEPENDANTES. 


(1) Ff (2,752, U, °)=0, 
(2) F(z, 7, 2, 4,9) = 0. “ 


df df df df df ay — 
ox + —-dy + | dz-+ —-du-+-—-.do =o, 
d¥ dF dF d¥ dF 


De ces deux équations on tirera du et doe. 


ddu 


406. Dénivkes ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. ——— 
dy dz. 


ou 


s 
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ag 


oe indique la dérivée _ rapport 4 3 de la dérivée de u par 


rapport & x. De méme ——_ ee 5 est la dérivée par rapport 4 x dela 


dérivée de u par rapport a. 

On indique d’une maniére semblable le résultat d’un nombre 
quelconque de différentiations exécutées dans un certain ordre sur 
la fonction w. 


407 4 109. Tuéorzme sun L’oRDRE DES DIFFERENTIATIONS. — Le 
résullat fiual de plusieurs différentiations successives est toujours le 
méme, quel que soit Jordre dans lequel on opére par rapport aux 
diverses variables. : 


4410. DirFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D'UNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Soit w une fonction de 
trois variables indépendantes =, 7, 2, 


a (ae du du ,\" 
@u= (Gar Hay + Bas) ; 
formule symbolique, dans laquelle il faudra remplacer du* par du 


aprés le développement. 


444. D&nivBes PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLIcITEs. — Une 
équation f(x, 7) = 0, entre deux variables z et y, donne 





df 
a von OY at 
Fax + of Lay =0, ton T= 
ay 
at aff dr, Pf (ar fey _ ay. 
" Tedy dz t oy p+ FFF = 0; 


" ay 
dod l'on tire a En différentiant de nouveau, on obtiendra ¢ Z a, 
Laon 
aa? 


442 et 113, Si l'on a une seule équation entre trois variables 
(t) , F (272) =0, 
en différentiant l’équation (1) par rapport 4 x, on a 


af , dfde 


(2) atuen% 
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voy yon pee, a2 de a 5 
a’od Yon tire <2. On a de méme par Péquation 
de ey 


df, df ds 


RHO 


(3) ay ay 


En ditférentiant l’équation (2) par rapport.4 x, on aura 
Of afd af (g 2 df diz 


da) tae dg = 





dat * dads de + 





En différentiant l’équation (2) par rapport a y, ou l’équati 
par rapport & x, on trouve ézalement 

at Of ds df de , dfdz da, df d's 

dady " dyda dx" dada dy ~ da? da dy" de dedy 





2 
dot =, ote, 


ded 


HUITIEME LECON. 


DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS D'UNE SKU) 
VARIABLE. 


444.4417. Séne pe Tavton. 


Fleth)=f(x) +A f(2) + piaye... 





Cette formule a liew pourvu que f(**") (.c’) reste finie et co 
pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis la valeur xj 
ath 

Les fonctions dérivées d’ordre supérieur 4 2 +-1 ne sont 2: 
ties A aucune condition. 


jews 


R= eh 


(2+ 0h). 


448. AUTRES FORMES DU RESTE. 
In 
=—,—_ [fm -ye 
Q Tea (w+ 0h) —f(2)}. 
La formule suppose que f(")(z’) reste finie et continue pour 
Sten. — An, Te af 


vot, 2 | Ga s => - oe 
pa 3 . s YT ' 
1% ; .. “ : a s 
wy * 4 4 . 
ry ° ; Ax 
a tg te Ge . ‘ 
Sa ‘ Pte ge 
. “a, id 
oad . 
, . . . ' 
. : 
ad oan : 
ry yy ww i . 
by on . ‘ . 
, 
‘ 
. ° j 
. 
. 


450 TABLE ANALYTIQUE — 3 


les valeurs de la variable z', depuis x jusqu’a x -+-h; elle n’exige 
aucune condition relative aux dérivées d’un ordre supérieur a 7. 
419. 
we'(y— 9 


= ft) (2+ 0h). 


420. ReEMARQUE SUR LA SERIE DE TAYLOR. — Si l’on arréte la série 


a un terme f(a) qui ne soit pas nul, on pourra pren- 


AP 
1.2.3...2 
dre la quantité A assez petite pour que ce terme surpasse en valeur 
absolue /e reste qu’il faudrait ajouter & 


f(z) bAf(2) +... + — f(a), 
afin d’avoir la valour exacte de f(x -+- ). 
424. Serie pE MACLAURIN. 
f(s) =f(0) + 2f'(0) += FX(0) (v) -+.. 





Le reste a l’une de ces trois formes 


etl & oad “ns 
ad.(apiyl ee) I1.2.3-. — CF M(O2) — —f"(o)], 
agitl — §\* 
ia fern (G2). 


422. REMARQUES SUR LA FORMULE DE Mactaurin. — Si la fonction 
f (x) devient infinie ou discontinue pour x = o, on peut la déve- 
lopper, suivant les puissances de x — a, par la formule 


f(a) =fla) +(e —a)f'(a) + 2 =F pra)... 


(x (a2 — a)"*! 


+ adn ate ’(a)+ had.(epajy  Le+8(1— a). 


423. La fonction f (2) ne peut étre développée en une série con- 
vergente procédant suivant les puissances entiéres et ascendantes 
de x autrement que par la formule de Maclaurin. 


424. La série de Maclaurin, quand elle est convergente, peut 
converger vers une limite différente de f (2). 


495, AuTRE DEMONSTBATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 
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NEUVIEME LECON. 
APPLICATIONS DE LA SERIE*DE MACLAURIN. 
4126 et 127. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIEL 


tata 

















at ni)” . 
(la), x (la)? a (lay 
ra tras tra, 
(lay! gg 
T.a...(m-+a) 
428 ot 129. DévELopPEMENT DE sinx ET DE cos, 
. 2 a 
sne=e— Toa tradgs 
ao a 
© aaa © ran (a ay °8(9#)- 
at 
cose =t— Tota 
wt wt 
= Pad. (aay) Frade ol! 


430 4 133. FoamULE DU BINOME POUR UN BXPOSANT QUEL( 


(m—1) 
1 


(1fay"= 14m 4+ 7 MPH... 


4 mm 1). (m—2+1) 4 





D1 02) 





1.2.3...(2-1) 
série convergente, si x tombe entre —1 et +1, quel que s0 

134. DiveLopremenr Dk | (1-+-2). — Si est entre +1 
a at 


a 
Mita) se +g gti 


133, 136. ForMUuLEs POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


h 1 he 
Wh) -=a[ So tiapeapt | 
aC 


45a 
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V (a+ 4) +] (ae — 4) + (xv 3) +1 (2 — 3)—2ale—l(x+5)—1(2— 5) 
| : .,/-——_2__ _.1/(___7 _\’ 
Sites a ~ Tat adatstoa 7 3 (= — 25x?-++ 72 


aif 72 Va. 
5 \ at — 2547+ 72 _— 


° — ° I 
Si x} 000, on a, avec une erreur moindre que —;) 
I 


(c+ 4) + l(a — 4) +1( e+ 3) +1(24— 3) 
; —alr—l(r+5)—I(x—5)=0. 
137, 138. Lorsque deux nombres sont supérieurs 4 une certaine 
limite, telle que 10000, leur différence, pourvu qu'elle soit suffi- 


samment petite, qu’elle ne surpasse pas 1, par exemple, est sensi- 
blement proportionnelle 4 la différence de leurs logarithmes. 


439. DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D' EXPRESSIONS 


ALGEBRIQUES. 
. . iy 2 R 
c* = lim (: +- =) 
Mm 


quand m= a, 


440, 441. 


ly = lim [am ("Vy —1)] quand m=. 


ad 


DIXIEME LECON. 


FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSEQUENCES. 


442. GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. — Une 
équation ou entrent des quantités imaginaires est la représentation 
symbolique de deux équations entre Ces quantités réelles. 


\ 


443. Toute expression imaginaire a-+ bY— 1 peut étre mise 
sous la forme r (cos¢ + /—1 sin) : 


> TF a” . b 

r=Va'+ 7, cost=—-=-=) sint = —= =-— 
voto . ya’ - 0 

La quantité positive 7 est dite le module de expression imagi- 

naire. Les valeurs de sin¢ et de cos? font connaitre l’arc ¢ ou 


Pargument: on le choisit ordinairement positif et plus petit que la 
circonférencea, 
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144. Formute pe Moivae. 
(cosz + Y—1 sinx)” = cosmx + Y—" sin mez, 


encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, posit 
gatif. 


4143. D&vELopPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D'UN MULT 
ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE CE 


gp — MN) oo omnt oe gin? 
0s mz = cos” 1 — ————— cos"? x sin? x 
m(m—1)(m—2)(m—3) ng og 
tO ag 8 asin’ 
m(m—1)(m—2) 


sinmz = mcos™" x sint — cos™-* sit 


1.2.3 


446. DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D’UN SINUS OU D 
NOS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MULTIPLES DE 
m=an: 

2"~* cos" x = cosmx +- mcos(m — 2)x 
m(m—1) 









Neos(m—4)e+.. +t 


1.2.3 


m=2n-+t: 


a™-' cos™x = cosmx + m cos(m — 2) x 






m(m—1) m(m 
NE cs (m — 4) 2+. 
447, man: 


(—1)ta"™' sin"2 = cosma — m cos(m— a)x 
y 


m(m 
1 





cos (m — 4) xr —. 





ma=an-+i: 
(— 1a" sin" x = sin ma — msin(m —a)2 


mlm sin(m— 4) 2. ™1™ =» 





448, THRORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 





tonvenons d’appeler e*Y=" le résultat de la substitution di 
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Place de x dans la série ci-dessus 

#7 = coset yY—isinz, e~* 
NAT get 


08 = ————_} sine 





9. VT ye ET — eleerW=T, 


30. On est convenu de représenter par e**7¥—" Jo résultat de la 
titution de x+y /—1 ala place de «, dans la série 





1 formule e* x e7 = e**7 est encore vraie lorsque les exposants 
de la forme x+y f—1. 


4. Toute expression imaginaire a+ y/— 1 peut dtre mise sous 
wmme envi, 


gest le oe petit des arcs positifs qui ont eek 





pour co- 


s, et ———~ pour sinus, on aura, é étant un nombre entier 





rs z 
conque, vit ou négatif, 


at b Yara Ae th) + (int pat 


$2. LoGARITAMES IMAGINAIRES. — Si l’on convient d’appeler lo- 


thme népérien de a+b yY—1 ’exposant imaginaire de e, dans 
\lité précédente, on aura 


V(a-+6 V3) = 21a) + (ain +9) V0. 
n nombre positif a un seul logarithme réel et une infinité d'ima- 


ires. 
ne quantité négative n’a pas de logarithme réel. 





ONZIEME LECON. 
RESOLUTION DES RQUATIONS BINOMES. 


53 & 433, R&soLurion DE L'QUATION 2” = a. 


ie 4 isin), 






= r(cos 
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i=o, 1, 2, 3,..., m—T, ow 


Li akn 
= 1 (cos 2A 2 =iein2i), 
rm m 





mm 
k=0, 1,2, 3,..., jusqua zou 





—1 .. 
» suivant 
a 


pair ou impair. 


436. Tafonkme ve Cores. — A partir d’un point A, 

Fig. 7. circonférence en m pa 
Prenons sur le diami 
longueur OM = 2, e 
point M aux divers } 
vision. 

La différence des 
i L sances des lignes 02 
en égale au produit des 

nées du point M aux « 





de division de la circonférence. 
137, 138. RésoLurion pe L’EQUATION 2" = — a. 


2 =r[eos (EEN 4 YT sin OEE 


0, 1, 2,664, (m—1) ow 


e= + [eos (2h) 4 7 gin (240 
m a 














k=1, 2, 3,..., jusqu’au plus grand nombre entier 
passe pas 7"; cest-d-dire qu'on s'arrétera & a 
_ pair, et & 2 si m est impair. 


439. Théordme analogue a celui du n° 136, avec cet 
f que les divisions de la circonférence en m parties éga 
menceront pas tout de suite au point A, mais au poin' 


distant de Pare ~- 
m 
160. R&soLUTION DE L'EQUATION x” = a+b /—1. 


a+by¥—1 =p(cosp+/—tsing), 
¢ désignant un nombre entier quelconque, positif ou n 


ainte , po. siete) 
1 (cme EEE +y vein 
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x2 4 pr 49 =0. 





ilions qui rentrent dans un des cas déja traités. 


DOUZIEME LEGON. 
RESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS UNE FORME INDETERMINEE. 
32, 163. VRAIE VALEUR DES amas QUI SE PRESENTENT 
SLA FORME «+ aay se réduit & — 2 quand r=a. ft) (a)et 


'\(a) sont les premiéres dérivées qui ne s’annulent pas simul- 
ment pour «= a. 





2 
34, 163. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME a 


} prend la forme ©, pour; n-+1 est onde des dérivées 


(z) et de f(z) qui, les premidres, ne sont pas nulles ou infinies 
fois. 


lim 22) — (a) 


Fe) FON ay 
36. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 0 >< ©. 
“our trouver la valeur de expression »(a) f(«), dans laquetle 
) =0 et f(a) = @, on observe que 


2), 


(2) f(z) = 





ession qui devient 2 pour z =a, et l'on appliquera les régles 
Sdentes. 


7. Lorsque les dérivées de ¢(.c) et de f(x) conduisent 4 des 
essions qui présentent toujours pour z= a la méme indéter 
tion que celle dont on cherche la vraie valeur, on remplace x 
1+, on développe les fonctions par la série de Taylor, ev. 
's simplifications faites, on pose A = 0, 
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468. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FCRME 0° 


(2)? prend une forme indéterminée lorsque f(r) et ¢(a 
nulent toutes les deux pour 2 =a; sa vraie valeur s’obti 
cherchant celle du produit 9(z) If (2). 


469. EXTENSION DEs REGLES priicépentes. — Crs régles suk 
encore lorsque @ devient infini. 
Mais avant de les appliquer, il faudra s’assurer que l’exp 


proposée, ainsi que Ft} \, approche d’une limite quand . 
vers l'infini. 


TREIZIEME LECON. 
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS YARIABI 


470, 174. EXTENSION DU THEOREME DE TayLon. — Soit u =, 
une fonction de deux variables : 


Fp.) =U, c+ht=p, y+h=q, 


fle+h y+h) aut & ih hr (alt sea)’ 


1 (du, du 1 (du, , du 
tia Sahat 50 Pets = (% ht as ! 


tal boa)” (eo ey” 


expression dans laquelle il faut remplacer p par «+ 0h, 0 
y+or 


472. On a la formule 
nears z+...) 

















I aU io) 
R= aL (pita te) 


“ 
~ (Gee +e Sy. -) 
5 


u=fl2,y,%.), U=S(r ar 
pa2+0h, q=yx+Oh, r=z+0l..., 


6 égale une fraction positive. 
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SiR peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque 
t assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de 
quation (1) est convergente et a pour somme f(x-+ A, x +4, 
+4,...). Cest la série de Taylor étendue 4 un nombre quelconque 
1 variables. 


4173. En prenant A et * assez petits, un terme quelconque du 
veloppement, s'il n’est pas nul, surpassera en valeur absolue le 
ste de la série, & partir de ce terme. 


174. Extension pu THtonkMe pe Mactavatn.— Désignons par x,, 
a) , (BY doviennent «, %, M4,...) pour e =o, 
Be), (ay) 2°77? &% We Aeviennent wr Gree-s pour z= 0, 


=O. 
On aura 


[resin (B) 
+[(Z)z+ @)r PER, 


1 dU, ,dU,\™  fdu da \") 
Reins. =al op a), ~ (+H) }: 


spression duns laquelle on doit faire x = 0, y == 0, et remplacer A 
wr x, A par y, p par Ox et q par 8y. 


4178. Foxctions womockxes. f(z, 7,2) sera une fonction ho- 
ogéne si l’on a 





Sf (tx, ty, t2) =e" f(x, 7, 2); 
+ est dit le degré de la fonction. 
476. Si l’on divise une fonction homogéne de degré m par une 
28 variables élevée a la puissance m, Ja fonction ne dépendra plus 
ae des rapports des autres variables a celle-ci, et réciproquement. 
177. Les dérivées partielles et du premier ordre de toute fonction 
omogéne du degré m, ; f (2,9, 2) sont des fonctions homogénes du 
agré (in — 1)« 
478 4 481. Pour toute fonction homogéne, on a 


du du di 
Eitgrtgeam 


° 
Sr +Gs) =m(m—1)u, 
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La somme des dériyées partielles d’une fonction homogéne, mul- ar: 
tipliées respectivement par la variable correspondante, est égale a la NE 


fonction multipliée par son degré. : a 


QUATORZIEME LECON. a 
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D UNE VARIABLE. 


182. MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE ; 
INDEPENDANTE. — Soit f(z) une fonction d’une seule variable x. 
Si, en faisant croitre x, la fonction prend une valeur réelle qui sur- 
passe celles qui Ja précédent et celles qui la suivent immédiatement, . 
cette valeur de la fonction est dite un mazimum. On appelle mi ae 
nimum une valeur moindre que les valeurs voisines. aa 


183. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maximums et mi- 
nimums, lesquelles doivent se succéder alternativement. Un maxi- 
mum peut étre moindre qu’un minimum. Un maximum négatif 
devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et de 
méme un minimum négatif pris positivement devient un maximum. 


rr ae 
a Cec cs F 


184. Les valeurs de x qui rendent f(z) maximum ou minimum 
se trouvent parmi celles pour lesquelles f’(«) devient nulle, infinie 
ou discontinue en changeant de signe. 


+ 


v1 in + 


+ “ 
o pte 
matali 


pares 


’; 


485. Ordinairement restant finie et continue. Dans ce cas, on a 
la régle suivante. 


‘oe? 
a 
. a 
ny 


- 


eeyat gt yg Sa 

bball tt ase ie Do 
a gta Ee wee aft tb 

| Weta Bs Steve. SN) ae 


186, 187. Quand une valeur de x annule quelques-unes des déri- 
vées successives f’ (a), f"(x),..., si la premiére dérivée qu’elle 
n’annule pas est d’ordre pair, la fonction f(a) est un minimum ou . _ 
un maximum, selon que cette dérivée est positive ou négative; mais | 
il n’y a ni maximum ni minimum si la premiere dérivée qui ne 
s’annule pas est d’ordre impair. 





« : 
x 


a 
. 
we ee 
Meee gy ke 
ane ta ee, ye. 


488, 189. MAxIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES a 
D'UNE SEULE VARIABLE INDEPENDANTE. — Trois équations : 


c 
“he, 
SU Aod yee 
a 3 


> 
a 


: 
iy 3 


F (2, J, 2; u) = 0, . oa 

(1) (2, Js %; u) = 0, . = i 
$(2, 7, 2, u) =o. . ee 

Pour trouver les maximums ou les minimums de u, on différentie a 
les équations (1), en y regardant 7, z et w comme des fonctions de x “3 
i 


nd 
St aS 


+ 
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et supprimant les termes ot entre o » ce qui donne 


df df dy | df da _ 
de dy de’ ds diz 
dg dy dy dq dz 


(2) dx ee dx’ de dz” 
ay, ay ay dy dv dz 
dz dy dx' dz uc 
On élimine ay et da et l’on obtient une équation, 
dc dz 
(3) F(x, y, 2, u) = 0, 


qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de x, y, 3 et w. 


L’élimination de a et de c. entre les équations (2) peut se fair. 


en ajoutant ces équations multipliées respectiveiment par 1, ) et p, 
ct choisissant les indéterminées } et » de maniére que dans le ri- 


dy 
sultat les coefficients de Ie et ae & = soient nuls. 


190. Fonction explicite F (z, y, 2, u), x, y, z et w étant lides par 
les équations 

I(x, 7, % u) =0, 

o(4, ¥, 2, u) = 0, 

pla, y, 2, u) =o. 


On posera F (2, y, 2, u) — » = 0, et l’on sera ramené a la question 
précédente. 


QUINZIEME LEC W. 


MAXIMUM ET MINIMJM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 





191. MAXxIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VA- 
RIABLES INDEPENDANTES. — Une valeur particuliére et réelle d’unc 
fonction de plusieurs variables indépendantes f (2, y, 2) est un 
maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs de cette fonction 
gu’on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs trés-peu 
différentes de celles que l'on considére. On appelle minimum d’une 
fonction une valeur particuliére moindre que toutes les valeur: 
voisines. 

Les valeurs de x, y, z qui rendent « = f(z, 7, 2) maximum ou 





ee ee ge oe ee 
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ra . . . du du 
minimum se trouvent parmi celles qui rendent les dérivées de? dy’ 


cle 


E nulles, infinies ou discontinues. 


492 et 193. En se bornant au cas ot ces dérivées sont continues. 

La différentielle totale du premier ordre est nulle. 

Si d?u n’est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas: 
1° dd? pourra changer de signe, alors il n’y aura ni maximum ni 
minimum ; 2° ¢d?u conservera toujours le méme signe, alors u sera 
maximum ou minimum selon que <?u sera négative ou positive; 
3° ?u sera nulle pour certaines valeurs dé 2, 4, /, mais sans jamais 
changer de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maximum 
ou UN Minimum, et pour avoir une conclusion il faut pousser plus 
luin le développement de Au. 

Pour que d@?u ou la foncticn 


Af? + BA? + Cl?+ 2aDAéA + 2 Eh] + oF Al 


soit positive pcur toutes les valeurs réelles de 4, A et ¢, A n’etant 
pas nul, il faut que l’on ait dans le cas du minimum 


(t) A> o. 


Maintenant, on peut écrire d?u sous la forme 





A (a+™ 7) 4+ GA + oMAl, 
si l’on pose, pour abréger, 
D? FE? ED 
B—— =6G, c——=1, F—— =M. 
D? 
M? , ED 
(3) N>o, (N= a u=F— =), 


Ces conditions sor suffisantes. 
194. Si f(z, ¥, 2) est un maximum, il faudra que l’on ait 
Ah?+ BA?-+...4+2FA <o, 
A<o, Gco, N<o. 


195. Si les quotients différentiels A, B, C, D, E, F étaicnt tous 
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nuls, pour les valeurs de z, 7 et 2, tirées des équations 
du du ° du _ 

dy" da 

les quotients différentiels du troisiéme ordre devraient s’annuler 


d’eux-mémes, et la différentielle du quatriéme ordre aurait le méme 
signe pour toutes Jes valeurs tirées des accroissements h, 4, J. 


496. MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLU- 
SIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


f(a, 7%, 2, 4, ¢)=09, 

p(z, ¥, 8 u, ¥)= 9, 
[Yie.7, 2 « 9) =o 
x et y sont indépendantes. Si l’on veut rendre maximum ou mini- 
mum la fonction 9, la différentielle totale de o doit étre nulle. 

Si lon différentie les équations (1) en faisant attention que 
dv = 0, il viendra 


v 


(1) 


af df df 


7 ae r+ EtG & +a du = 0, 
(2) 18 ae 4 88 ay 4 dz +28 du =o 
dx dy dz , 


OF de Bh dy + Shida + FE du = 0. 


En éliminant dz et du, on obtiendra une équation de la formo 
Pdr + Qdy = 0, 


et il faudra que !’on ait 


(3) P=0, Q=o0. 
Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées de =, y, 
2, u,v. 


Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maxi- 
mum ou minimum, il restera a4 examiner 81 la différentielle totale 
d*» garde toujours le méme signe. 


497. Comme cas particulier, si l’on a une fonction 
o= F(x, y, 2, 4) 


avec les relations 
g(r, 7, 2, u) =o, 
(2, Ny 4, u) = 0, 


—_—-— ee ee 
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cela revient 4 changer, dans la question préeédente, f (x, 7, 2, u, ) 
en F(z, 7, 2, 7) —, et a supposer que les fonctions ¢ et 4 sont 
indépendantes de ». 


SEIZIEME LECON. 


THEORIE DES TANGENTES. 


498 et 499. Equations pE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. — 
f(x, 7) = 0, équation de la courbe; x et y coordonnées d’un de 
ses points; X et Y coordonnées courantes. 


(1) Y—y= 7(4—-2), 
ou 
af af _ 
(2) gg (B— 2) +7 (Ys) =0. 
200. Equation de la normale, axes rectangulaires, 
dz 


Axes obliques (@ angle des axes), 


ax +- dy cos 8 
Y—y=— Fy pdecos0 (& —*) 


901. LoNGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, ETC. — 
Axes rectangulaires. 
Fig. 11. 


vd 
Sous-tangente S,: PT = eT 


Sous-normale PN: S, = rey. 


| dx? 
Tangente : MT =ry/i+5 


| dy? 
—z Normale: MN = y q/1-+ +3 


902. DEGRE DE L’EQUATION DE LA TANGENTE. — Si l’équation de 
la courbe est algébrique et du degré m, |’équation de la tangente 
sera du (m— 1)" degré relativement aux coordonnées du point de 
contact. 
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203. PnopL2wgs SUR LES TANGENTES. — Mener par un point 
6) une tangente. 
f(z, 7) = 0, 

fd io, 

eat oT ut +f oy, 
séquation (2) considérée isolément représente un lieu géomé- 
que qui contient tous les points de contact et qui est du degré 
—1) au plus. 
104. Tangente paralléle 4 une droite dont I’équation est Y = aX. 


doit avoir 
dy 
de 





lation qui, jointe & f(z, 7) = 0, déterminera les coordonnées 
point de contact. 
si f(x,y) est du degré m, le probléme admettra au plus 
m —1) solutions. 


03. De La concyyiTd ET DE LA CONVEXITE DES COURBES PLANES. 
Selon que y aot ” sont de méme signe ou de signes contraires, 


rourbe est convexe ou concave au point M vers l’'axe des ab- 
‘ses, si l’angle des parties positives des axes n’est pas plus grand 
un angle droit. Quand cet angle est obtus, on change le signe de 
e des coordonnées, ce qui rend aigu l’angle des coordonnées 
itives, et l'on applique la méme ragle. 


ay 
06. Si os ale méme signe que y, un peu avant que x devienno 


* égale 4 OP, et un signe contraire 
aprés que x a dépassé cette va- 
leur, ou vice versa, la courbe, 
convexe ou concave A gauche du 


a> point M, devient concave ou con- 
vexe vers l’axe des abscisses 4 
/ droite de ce point. Le point M 

= 


est dit un point d’inflexion. Ces 
points s’obtiennent en cherchant 


Tig. 18. 


raleurs de x ot de y, qui, rendant © nulle ou infnie, tui font 


néme temps changer de signe. 
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DIX-SEPTIEME LECON. 


THEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES PLANES. 


Fig. 19. 207 & 209. DIFFERENTIELLE DE 
L’AIRE D’UNE COURBE PLANE. 


CAMP =u: 
du = ydx. 


Axes obliques (@ angle des axes) : 





du = ydzx sin9. 


210. DES AIRES CONSIDEREES COMME LIMITES D’UNE SOMME LE 
PARALLELOGRAMMES. — Dans le cas des axes rectangulaires, la sur- 
Fig. 20- face ABDC est la limite d’une somme 
de rectangles intérieurs, tels que 
MIP’P, formés en menant par les 
points C, E, F,..., M, M’, etc., pris 
sur la courbe, des paralléles a Or 
dont chacune soit terminée a l’ordon- 
née du point suivant. 

Si l’on méne, par chacun des points considérés sur la courbe, des 
paralléles 4 Or, terminées aux urdonnées des points précédents, on 
formera des rectangles extérieurs analogues 4 PKM'P’. wu est aussi 
la limite de la somme de ces rectangles. 





914. APPLICATION. 


xy? = 2pr, 
umoe 
=3 ye 


212. DIFFERENTIELLE DUN ARC DE COURBE. — La longueur d’une 
courbe est la limite vers laquelle tend le périmétre d’une ligne 
brisée inscrite dans cette courbe, lorsque ses cétés sont de plus en 
plus petits, et que leur nombre croft jusqu’é l’infini. Ce périmétre 
a une limite déterminée. 


243. 
arcCM =s, ds = dx? + dy’. 


244. LimiITE DU RAPPORT DE L’ARC A’ SA CORDE. — NoUvEAUX 
THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES DE POLYGONES. 
— La limite du rapport d’un arc quelconque a sa corde est lunité. 

Stunw. — 47., I. 30 


TABLE ANALYTIQUE 


i. Si cef...d est un contour polygonal d'un méme nombre de 
que le contour CEF...D; si, & mesure que les sommets C, 
Fig. 24. E, F,... se rapprochent de plus en 
ria plus, les cétés ce, ef, etc., tendent 
D de plus en plus & devenir égaux aux 
cétés correspondants CE, EF, etc., en 
méme temps que le nombre de ces 
cétés va en augmentant jusqu’a lin- 
fini, le contour polygonal cef...d aura 
méme limite que le contour CEF...D, 
A-dire la longueur de I'arc CD. 





re: 





}, Si ’on méne entre les deux ordonnées extrémes CA, DB un 
re indéfini de parailéles & axe des y, puis que l'on inscrive 
ces paralléles d’autres lignes droites, tangentes a la courbe, 
nme de ces dernitres tend vers une limite qui est encore la 
eur de la courbe donnée, méme quand elles ne forment pas 
igne brisée continue. 


DIX-HUITIEME LEGON. 


OURBES PLANES RAPPORTEES A DES COORDONNRES POLAIRES. 


1, 248, D&reRMINATION DE LA TANGENTE. — Pour mener la 
Fig. 25. tangente MT par M, il suffit de con- 
naitre l'angle OMT = pz. 


rd 
tangy =) 


C05 


ne 
Var rd 
10 








sing = 





Vari ride 


}, LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, £OUS-NOR- 


. redo 
as-tangente : S, = OT = rr 


dr 
asnormale : §,= ON =. 


). DIFFERENTIELLE D'UN secrguR. — Considérons (fig. 25) un 
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~~ 


secteur POM = u: 
du = —r*d@. 
2 
224. La différentielle du secteur POM est aussi égale 4 
- (xdy — ydz). 


229, 223. DIFFERENTIELLE D'UN ARC DE COURBE. 


_osaom in, 7d, er 
ds = fdr? + r*dé’, sinp => cosp = = 
224. APPLICATIONS. 
o Uitnene P _ I+ecosd 
1° Ellipse: r= TT ec088” tangp = sind 


2° Spirale d’Archiméde : r= a8, tangy = 6,8, = a@?, S = a, 

3° Spirale hyperbolique : 79 = a, tangy = — 6, 8, = —a. 

4° Spirale logarithmique: 7 = ab®, 

La tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur qui passe 
par le point de contact. 

Lextrémité de la sous-tangente décrit une spirale égale a la 
premiére, mais située différemment. 

L’extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale a la pre- 
mieére. 


228, 226. DES COORDONNEES BIPOLAIRES. — Dans ce systéme de 

Fig. 32. coordonnées, on détermine la position 

d’un point sur un plan par ses dis- 

tances 7 et 7’ a deux points fixes A et B. 

Soit f(7, r’) =o Véquation de la 

courbe CM. Soient AM = 7, BM = 7’. 
AMT = a, BMT = 6: 


COSa dr 
coss. dr’ 


a a a | rr nr ae 





DIX-NEUVIEME LECON. 
THEORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


! 227, 228. ConTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. ~ 
J ° 
! Soient deux courbes 


y=fl(z), x'=9(2); 
30. 
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, dy' dy dty'_dty ary’ _aty 
TSN Gia Waa de 


sux courbes MN’ et MN ont un contact de ordre 2. 

un point commun a deux courbes qui ont un contact de 
‘en, on ne peut faire passer entre ces deux courbes aucune 
courbe ayant, avec l'une des deux proposées, un contactad’an 
vinférieur au n***, 

), 230. L’onpRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOIX DES 


, pourvu que l'axe des ordonnées ne soit pas paralléle a la 
inte commune aux deux courbes. 


|. Canacténes GEOMATRIQUES D'UN CONTACT D'ORDRE PAIR OU 
a, — Quand deux courbes ont entre elles un contact d’ordre 
ir, Pune des deux embrasse l'autre, et deux courbes se tra- 
nt mutuellement au point de contact, quand elles ont un con- 
Pordre pair. 

!, 233. Des counses oscunataices. — Si I’équation d’une 
ve renferme 2-1 constantes arbitraires, a, 6, ¢,...; si Ton 
mine les constantes a, 6, c, etc., de maniére & obtenir un 
ct du x ordre avec une courbe donnée y = f(x), parmi 
3 les courbes de méme espéce représentées par P’équation pro- 
, celle qui répond a ces valeurs des constantes est dite oscula- 
ala courbe y = f(z). 


i. Du cencus oscutaTeur. — Soit en coordonnées rectangulaires 


r=S(2) 





ition d’une courbe ; 
(2-EP + (yn) = 6? 
ition du cercle osculateur : on aura pour déierminer &, , p les 
Squations 
(8+ a= 
@ 
(2-8) + (y-n Z=o, 


dy* ay 
49 tly—a) Za = 0. 


(+2)! 


p=t-T 


tire de ces équations : 
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233. Il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que ‘ 
est > 0 ou <o. . 

Le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité 
la courbe. 

La droite qui unit le point de contact au centre du cercle os 
lateur est perpendiculaire 4 la tangente commune. 

Le cercle osculateur traverse la courbe, excepté en certains poi 
particuliers, of le contact est d’un ordre supérieur au second. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de courbure ; | 
centre et son rayon centre et rayon de courbure, 


236. Dans toute section conique, le rayon de courbure est ¢ 
au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramétre. 


VINGTIEME LECON. 


DEVELOPPEES ET ENYELOPPES DE COURBES PLANES. 


237. DéveLoppées ET DkvELoPPANTES. — Les centres de cc 
bure d’une courbe CM forment une nouvelle courbe FF’, que 
appelle la développée de la courbe CM, et celle-ci est appelé 
développante 6 FF'. On aura I’équation de 1a développée en éli 
nant 2 et y entre les équations 


a 2-t+(y—n) Zao, 
. , 

(2) 4 B4—m =o, 

et l’équation 

@) fla y)=0 


de la courbe donnée. 


238. Propaiérés G£NERALES DE LA DEvELoppéR. — Les norm 
A la courbe CM touchent la développée aux centres de courbure. 


239. La développée d’une courbe est le lieu des intersections 
cessives des normales a cette courbe. 
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240. La différence entre deux rayons de courbure MK et M,K, est 

Fig. Ga. égale a l’arc KK de la développée 
compris entre les deux centres de 
courbure correspondants. 


241. Imaginons un fil dont une 
partie soit enroulée sur FK, et dont 
lautre partie, tendue suivant la tan- 
gente K,M,, se termine en M, sur la 
courbe CM. Si l’on déroule ce fil en 
tenant toujours tendu, son extrémité décrira la courbe CM. 
242. Une méme courbe FK a une infinité de développantes ; pour 
3 décrire il suffira d’allonger ou de diminuer le fil d’une quantité 
bitraire. Tout-s les développantes ont les mémes normales et les 
émes centres de courbure, et interceptent sur leurs normales com- 
unes des longueurs constantes. 





243. Si une courbe est algébrique, sa développée sera rectifiable. 
44. RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE, 
y= ape. 
2 
(~P+Py, 
ar 
Equation de la développée : 1? = ws (E—py. 


Rayon de courbure: p = 


2453. RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE, 
OP Leta ad. 
(Bat aty)t 


Rayon de courbure : p = ei 





* 
3i Yon pose, pour abréger, <= A et $ =B, on a pour l'équa- 
n de la développée, 


2 
EN A . 

(i) +(@) == 

146. RAYON DE COURBURE ET DEVELOPP£E DE L’HYPERBOLE. 


3 
Bataty)? 
tayon de courbure: p = (eter. 
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247. ENVELOPPE D'UNE COURBE MOBILE. — Quand une courbe se 
meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi détermi- 
née, elle est en général constamment tangente 4 une courbe fixe 
qu’on nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe mo- 
bile est représentée par une équation 


(1) F(z, y,c) = 0, 


ou c est un paramétre qui varie d’une maniére continue. 
Si entre les équations 


F(z, y,¢)=0, =o 


de os 
on élimine c, on aura /e lieu des intersections successives des courbes oN 
représentées par I’équation (1) ou l’enveloppe cherchée. tg 





VINGT ET UNIEME LECON. me. 


ETUDE PARTICULIERE DE LA CYCLOIDE. | 4 


248. DEFINITION ET EQUATION DE LA CYCLOiDE. — La cycloide 


Fig. 44. 


est le lieu des positions d’un i 
point M donné sur un cercle eos: 
qui roule sans glisser sur une ig 
droite indéfinie Ax. ey 

Equation de la cycloide : 


a—-y 
a 





w= aarc cos 


- Vaay — 7’. 


Le signe supérieur convient a 
Yarc AC, et le signe inférieur a l’arc CA’. 





249, 250. TANGENTE ET NORMALE. © 


dy _vaar—y" 


dx ¥x a 





TABLE ANALYTIQUE 


‘st la normale,au point M, et MG, perpendiculaire & MH, est la 
snte en ce point. 

pposons le cercle CD décrit sur l'ordonnée maximum comme 
étre; menons Mv paralléle & Az: une paralléle 4 Cm, menée 
@ point M, sera la tangente cherchée. 


4. Rayon er ceNTRE DU CERCLE oscuLATEUR. R = 2MH, 
= aMH, N est le centre. 


2, 283, Dévetoprée pe LA crctoipg. — La développée de la 
vide est engendrée par le mouvement d'un point N placé sur la 
mférence d’un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
paralléle LE a Az, au-dessous de cette droite, eta une distance 
aile-ci égale au diamétre du cercle mobile. Cotte développée est 
eycloide égale a la premiére. 





4, 233. LoncugwR D'UN ARC DE CYCLOIDR. 


arcCM = 2MG = 2 4a? — aay. 


6. Larc entier de la cycloide est égal 4 quatre fois le diamétre 
ercle générateur. 


VINGT-DEUXIEME LECON. 


COURBURE DES COURBES PLANES. 


7. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
PENDANTE EST QUELCONQUE. + 
2 
_ (de +dry 
0 aby yea 
8. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURB EN COORDONNKES PO- 
38. 


ary? 
- 
(+3 








dr? dir 
2 
P+at ae 


ae 
(# tae 


ead D 
a 
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260. Exempes. 1° Courbes du second degré: 


P ~ 


r- —f. 
1-+ ¢€ cos§ 


3 
p= plit2ecosh-+ 4)? 
(1+ e cos@)° 


2° Spirale logarithmique, r = ae™® : 


p=ryi-+ m’, 
L’extrémité de la sous-normale est le centre de courbure. 


La développée est une spirale logarithmique égale 4 la premiére, 
mais différemment placée. 


261. DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. — La courbure d’une 
. . I 
circonférence, la méme en tous ses points, a pour mesure i’ 


La courbure d’un cercle est égale 4 l’angle de deux tangentes 
divisé par l’arc compris entre les points de contact. 


262. On appelle angle de contingence \'angle formé par les tan- 
gentes menées aux extrémités d’un arc infiniment petit. La cour- 
bure d’une courbe est égale a |’angle de contingence divisé par la 
différentielle de l’arc. 


963 4 265. IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


966, 267. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. — (Voir n° 258.) 


VINGT-TROISIEME LECON. 


DES COUKBES A DOUBLE COURBURE. 


968 4 270. Equations DE LA TANGENTE. — On appelle courbes a 
double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un 
méme plan. 

Equations de la tangente : 

X—x Y-y Z—z 


ux 





Si f(z, 7, 2)=0, 9(, 7, 2) = 0 sunt les équations de la courbe, 


wAa. 


* 

wore 
ee 
aah 


a: 


— S 





. a 

. ’ 7 ' - 
rs . 7 8 4 : mA . 
Nt a ae me, Z + 
NP Re te ee Belge ae 


174 TABLE ANALYTIQUE 
a tangente a encore pour équations 


ff 


an -r)+ 2 (2-2 =0, 


2K —2)+ Bu-y +4 $2 (22) =0. 


274. ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. — Axes rectangu- 
aires; a, 6 et y angles formés par la tangente avec les trois axes. 


dy _ds 
cos cos6 = gw? S17 


aut 

= 
272, 273. PLAN NORMAL. 
(X—2) dx +(¥—y)dy+(Z—2)ds=0. 


274, 273. DivFéRENTIELLE DE L’ARC D'UNE COURBE A DOUBLE 


YOURBURE. i 
ds = Vda Fdy Fae, 


276. LimiTe DU RAPPORT D'UN ARC A 8A conDE. — La limite du 
‘apport d’un arc a sa corde est I’unité, 


VINGT-QUATRIEME LECON. 


DES SURFACES COURBES ET D&S LIGNES A DOUBLE COURBURE. 


277. Equation pu PLAN TANGENT. — Equation de la surface : 


F(2, 7, 2) =0. 
Plan _ de la surface au point (2, 7, 2): 
f 


Hix—a)+Zf mY y)+9(Z—2)=0 


dz 


& 


278, Equations DE LA NORMALE. 


279. 
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Equation du plan tangent : 
Z—z=p(X—2x)+q(Y—y). 
Equations de la normale : 
X—2+p(Z—2z)=0, 
Y—y+y(Z—2z)=0. 


280. a, B, y, angles que la normale fait avec les axes : 


P 
cosa = — +P __., 
VP +g +t 
gq I 
=) C08 = Sa 
vp + grt VP ++i 
281. DEGRE DE L’EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT AUY 
COORDONNEES DU POINT DE contact. — L’équation du plan tangen 
est du degré m—1 par rapport aux coordonnées du point di 
contact. 





cosB = — 


282. PRopLEMES RELATIFS AU PLAN TANGENT. — Mener par ur 
point (a, 4, c) un plan tangent a une surface. 


(1) S(%, I, 2) =o, 
(2) aL pot et pu tamt...=0. 

dat aly 
Probléme indéterminé. Les droites qui joignent le point (a, 6, ¢ 
aux différents points de contact forment un céne circonscrit a 
surface, dont on obtiendra l’équation en éliminant x, y, z entre le: 


+ équations (1), (2) et les suivantes : 


K-a_Y-b_Z~e. 
z—a y—b z-c 


Si la surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe de con- 
tact sera plane. 





(3) 





283, Mener un plan tangent a une surface et paralléle a unc 
droite donnée. 
X=o2, Y=02, 
équations de la droite donnée. 


dj y qd 
(4) far $o+ Fao 
représente une surface du m*™ degré qui passe par tous les point: 


476 TABLE ANALYTIQUE 


do contact, et avec l’équation (1) constitue la courbe de contact du 
cylindre circonscrit dont les génératrices sont paralléles 4 la droite 
donnée. . 

On aura I’équation du cylindre circonscrit en élimin:nt z, y, z 
entre les équations (1), (4) et les suivantes : 


X—x=a(Z—z), Y—y=6(Z—2). 


284. Pian osccLateur. — La tangente MT a la courbe au point M 

Fig. 57. et le point M’ déterminent un plan. 

On appelle plan osculateur la limite 

du plan MTM’, quand le point M’ vient 
se confondre avec le point M. 


288. Equation du plan osculateur : 


(dyd?z— dsd*y)(X — 2) 
+(dzd?2—drd*z)(Y—y) 
+(dzd*y —dyd*x)(Z—z) =0, 


286, 287, ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COUR- 
DoNNEs. 





(a) cos = 4, cosy = 8, COSY = = 
D? = (dyd?2— ded*y)* + (ded*x — drd?2)* 

+ (ded*y—dyd’?z), 
Daas fal + (ayy + (Pz — (esp, 


D=ViGd?2— ded? s+ (bd*7— dy dst (eds — dad's, 


dey? 7) \* (,48\' 

— d: d— 

ds ds ds 
ee (2).(@).(%). 


288, Nonmaze princrpazg. — On appelle normale principale celle 
qui est située dans le plan osculateur, 
Equations de la normale principale : 
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VINGT-CINQUIEME LECON. 


COURBURE DES LIGNES DANS L ESPACE. — HELICE. 


289. CouRBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE. — On nomme angle 
de contingence \’angle » que font les tangentes menées aux extré- 
mités d’un arc MM’ qui devient infiniment petit, et courbure au 


point M la limite vers laquelle tend le rapport ? » quand As dimi- 


; ; ; d: , 
nue indéfiniment. L’inverse de la courbure, =; est dit le rayon de 
courbure p au point M. 


290. 
ff ,dx\? dy\? dz\? 
V2) +) 2). 
rn ds J + \as J + \as 
291. | 
p ds* 
FF Oe eee“ 
V(d?x)?+- (a? y)?-+ (d*2)° — (d?s)? 
ds* 


OY Vidyd?2 —ded*y)-- (ded? —dad*2\"4 (ded? y—dyd'z) 


¢92. Equation de la normale principale MN : 


ae a ae 
(a) X —x=Rp——, Y Y= Rp Z—z—=Rp—-s 


293. CERCLE OSCULATEUR. — Si, par le milieu de la corde MM’, 
Fig. 5y. on méne un plan perpendiculaire a 
cette corde et qui coupe Ja normale 
principale MN au point G, si le point 
M’ se rapproche du point M, le cercle 
deviendra a la limite ce qu’on nomme 
le cercle osculateur 4 \a courbe au 
, point M. 
y Le rayon du cercle osculateur au 
point M est égal au rayon de courbure en ce point. Le point K est 
le centre de courbure ou \e centre du cercle osculateur. 





294. L’intersection de la normale principale MN avec le plan 
normal 4 la courbe passant par le point M’ est encore, a la limite, 
1e point K ou le centre de courbure. 


BLE ANALYTIQUE 

‘bure au point M est l’intersection du plan 
plaus normaux, l’un mené par le point M 
finiment voisin. 

u centre de courbure K : 





ay 
da 
n=y+Pao> Sarthe 


x. — RAYON DE SECONDE COURBURE. — 

lateurs infiniment voisins : 

XP + (deosp)? + (deosv 

la perpendiculaire au plan osculateur : 
dyd?z—ded?y 

=f 
dzd*x—dzxd*z 

an 

_ded’y —dy dx 

7 D 

petit ¢, formé par deux plans osculateurs 


2 de torsion, et Yon appelle seconde cour- 
de 9 Ads. . 


yon de la deuxiéme courbure ou rayon | 


JATIONS DE L’HELIcE.— Lorsqu’on enroule 
Je plan d'un angle cab = @ sur 
un cylindre droit OABL, 4 base 
circulaire, de. maniére que le 
cété ab vienne s'appliquer exac- 
tement sur la circonférence AB, 

aN la courbe suivant laquelle s’en- 

roule le cété ac se nomme une 
hélice. 


299. Nommons m la tangente 
de Vangle , u Pangle AOP et R 
8 aurons 


y=Resinu, z=mRa. 


ag aw = 8 ee 
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Equations de I’hélice : 


x = Roos — R= Rsin—. 


300. TANGENTE A L’HELICE. 


dx — sinu dy cosu dz m 


ds yitm ds Vitm ds vim 
La tangente MT fait avec le plan de la base du cylindre un angle 
égal 4 Pangle «. 
La projection de la tangente a l’hélice sur le plan xy est tangente 
au point P ala base du cylindre. 


301. RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 
p = R(1-+ mm’) = const. 


302. Le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cy- 
lindre. Si l’on prend NK = m’R, K sera le centre de courbure de 
’hélice pour le point M. 

303. Ladroite MN, lorsque le point M se meut sur l’hélice, décrit 
une surface conoide appelée /élicoide gauche. Equation de cette 
surface : 

= atang—— ° 
y= mK 

Le lieu des centres de courbure de Vhélice est une autre hélice 
du méme pas, mais située en sens inverse. 

304, 305. PLAN oscULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION. 

msinu (X — x) — moos (EI) EEE 0, 
9 m 


bo = Tm aa a= = const. 


VINGT-SIXIEME LECON. 
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


306. DEFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. — 
POINTS D'INFLEXION. — Points singuliers, points qui offrent quelque 
particularité remarquable, indépendante de la position de la courbe 
par rapport aux axes. 


307. Sinusoide 
y = sing. 


480 TABLE ANALYTIQUE 
Les points ob la courbe rencontre l’axe des x sont des points 
d'inflexion. 
308. 
Jy = tangs. 
Tous les points ob la courbe rencontre l’axe des z sont des pointa 
d’inflexion. 


309. Points MULTIPLES. — Points qui sont traversés par plusieurs 


branches d’une méme courbe. 
P 


y= 9 (2) + (x—a)(z— d)7, 
7 tant une fraction irréductible, dont le dénominateur q est pair. 


Si l’on suppose a> 8, le point qui a pour coordonnées x = a, 
y = 9(a@) est un point double. 


310, 344. Equation de la courbe : 
f(z, x) =o. 


Pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher 
les points dont les coordonnées vérifient les équations 


df _, af _ 
dx? dy 


of | df dy, df (dy\? 
- dxi* * dady dz a(Z) = %% 


tsi les trois coefficients 22", 7 et 2’F ne sont pas t Is 
et S81 leS trols COeIlic dx?’ dx dy © dy? ne son pas ous nu ’ 


et que l’équatiun donne deux valeurs réelles et distinctes de pal 


’ 


on aura 


le point considéré est un point double. 
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, 
il faudrait que l’on edt en méme temps 


af dif _ af 
dei ~dady " Dt 


e 


312. PoINTS DE REBROUSSEMENT. — Points o& deux branches de 
courbe viennent s’arréter, et ot elles ont une tangente commune. 

Le rebroussement est de premiére ou de seconde espéce, suivant 
que les deux branches sont de deux cétés différents ou du méme 
cété de la tangente commune. 


2 
313, 344. Si le rebroussement est de premiére espéce, o a des 
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signes différents sur les deux branches; si le point de rebrousse- 


d? . 
ment est de seconde espéce, <4 a le méme signe sur les deux 
branches. 


318. Pornts rsotEs. — Points dont les coordonnées satisfont a 
’équation d’une courbe, sans qu’aucune branche de cette courbe 


passe par ce point. 
= sk (2 — a) yr—b, 
: a<b. 
Le point (2 = a, y= 0) est un point isolé. 


316. Points p’s4RRET. — Points ot une branche unique d’une 
courbe vient Drusquement s’arréter. 


M7.y7 = - L’origine est un point d’arrét. 


log.r Te 
318, 319. PoINT SAILLANT OU ANGULEUX. — Point od viennent se 
terminer deux branches de courbe qui ont chacune en ce point une 


tangente distincte. 
oo 





S= ; 
I+ ex 
aun point saillant 4 Purigine. 


oe 


VINGT-SEPTIEME LECON. 
REGLES POUR L’INTEGRATION DES FONCTIONS. 
320. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Une fonction d'une: seule 
variable est toujours la dérivée d’une autre fonction. 


321. On appelle intégrale de f(x)dzx et l’on représente par 
Sf (x) dx une fonction dont la différentielle est. f (2) dx. L’opé- 
ration par laquelle on passe de la différentielle d’une fonction a cette 
fonction se nomme intégration. 

On a, par la définition méme, 


djf(x)dx=f(x)dx, fdg(x)=9 (2). 
322. L’intégration générale de f(x) dx est 
¢(z)+C, 


C étant une constante arbitraire et p(2) une fonction qui a pout 
dérivée f(z). 
Sturu. —- 4n., I. 31 
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TABLE ANALYTIQUE 


323. INTEGRATION D’UNE DIFFERENTIELLE MULTIPLIRE PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 


foe) dx = a ff l2) dz. 


324. INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS SIMPLES. 





le = 4 
fede = 2 +6, 


[ eaz= e* +, 
[adr == +6, 
J la 
[Gale+G 

z 
[coszde = sinz +C, 
f sinzde = — cosz-+C, 


f ar tangz + C, 














cos‘. 

ad 
J xarp= ote 4G, 
IF dx ; = are sinz + C, 
; i— az 

ax . 

— = — arccoss -+ C 

{Ss 


dx 
{S = arc tanga +-C. 


3283. Dans ces formules, z peut étre la variable indépendante ou 
une fonction quelconque de la variable indépendante 


396. La formule 


gt 
N-+iI 





xr dx = 


devient illusoire quand on y fait 2 = — 1. Cependant un artifice de 


calcul permet de déduire de la formule la valeur de f & . 
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Si l’on fait 7 = —1 dans le quotient des dérivées des deux 
termes par rapport a 7, on a 
de =Ilr+C. 
w A 


327. INTEGRATION D'UNE somMmME. — L’intégrale d’une somme de 
fonctions est la somme des intégrales des fonctions qui la com- 


posent. 
328. INTEGRATION PAR PARTIES. 


fudo=w — fod 7 E 
ay 
329. INTEGRATION PAR SUBSTITUTION. a 


f fleyaz= f fle (ole (erate 











P 
ax _ I tang as C 
— /gq— 
d i \Y 7 4 


— 2 are lang — +C. 
a+6Y—1, «+ @Y—1 racines de I’équation 
a’ + px-+q =o. 


VINGT-HUITIEME LECON. 


INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


330. INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. — La question se 


raméne a intégrer la fraction rationnelle ae ou 7(z) est d’un 


degré inférieur a celui de f(z). 
331, 332. Cas DES RACINES SIMPLES. m degré de f(x); a, 4, 
c,..., & racines de f (2). 
g(r) A B 
2 a 














fla) z—at root te, 
_ (a) _ 94)... _ 2th), 
A= Fay B= Poy? B= Faw 
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333. 





[ay = Alea) + Bie 8) +... 


Si z—a était négative, il faudrait changer Al(z — a) en Al (a — 2). 
334. CAS PARTICULIBR DES RACINES SIMPLES IMAGINAIBES. 


a=a+té/—1, =a—G6yY—1; 
o(a+6¥— e(a+6V—1) =-G+Hy—1, 





f'la+6y—1) 
g@{z—6Y—1) —. 
“Flanéyai) 79 BV 


A B 
fide. =) dz 


= G1 [(2 — «)?+ 67] — aH are tang (=F 





‘ee 


335. 


Mz+N 
(a — a)*-+4 6? 
Mz-+N — 2 


M ™ 
= F![(e-«)*+ 67] + —'e arc tang — g— +C. 


da 





336 4 338. CaS DES RACINES MULTIPLZS. 


f(x) = M(x ~ a)" (a — db)? (x — cc)... (a — &) = (x — a) f(r). 











p(x) A A, _ An 
flz)~(e—ap tay FFE Aa 
B B, B,- 
+ erat oR tT Teo 
c C, Ci 
tigermatt goat vo—e 
K 
+7} 


expression qui, multipliée par dz, sera trés-facile 4 intégrer. Cette 
décomposition ne peut se faire que d’une seule maniére. 
339. CAS PARTICCLIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. — 


Soient « + 6 Y—1 deux racines conjuguées de |’équation f(x) =o, 
et 7 leur degré de multiplicité 
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On a Videntité 
9(2)— (Ax +B) f(z) —(Ae-+B) [(2— a+], (2) 
— (Ae +B) [le — a) +P f(z) 





— (Ane +B) le —eP + OTK, (= 
=[(rx—2l +O] $(z). 
Les constantes A, B, A,, B,, etc., choisies de maniére que, p 


x =a+6/—1, le premier membre devienne nul, ainsi que 
2 —1 premieres dérivées. 


340. Le cas actuel conduit & 











(AztB)de _ (A(e—a)de | f*(Aa+B)de 

(ecarrepa J (scarey t Tecate F 

aot, [Menalde A , 
» Sear ee - aye a 

nar, [RESNS oA arte) 

Soit 2 —a= 62, 

(Az+B)de _Aat+B de 
ence en Sieve 
emanls 

3H. 
da 2 an—3 
_ en =e 


dz 


formule qui conduit finalement & Sf = are tang. 





342. On peut encore poser ¢ = arc tangz: il en résulte 


cos"? edt. 


poids 

J Fey 
On développe cos”~?¢ suivant les cosinus des multiples de ¢ et 
intégre chaque terme. 
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VINGT-NEUVIEME LEGON. 


INTEGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 


343. FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONOMES. — Faisant x = ¢°, 


(etal?) ae ax = f SEES, 
1+ x re 


344. On raméne au cas précédent toute fonction qui ne contient 
que des radicaux portant sur un méme bindme du premier degré. 


345. FoNCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND DEGRE. 
— Le terme z’ sous le radical est précédé du’ signe 4+-. On pose 


Va+be+a?=2—2, 








_ wa 
~ baz’ 
—————, a+h+7 
Va+ bra ——ppaz ’ 
(a+ bz+ 2°) adz_ 
de = Th a2)? 


La fonction donnée se changera en une fonction rationnelle de z 
346. Autre méthode: a> 0, 


Ya-+ ba + 2? = Va-+ 22, 


_ 22Va— bd. 


I— 2 


Yet be+27= ? #Va— be Va, 








dew Le 4 — ba + Va) ade | 

rs (oe) 
347, EXEMPLES. : 
[oe Gt et Fre) +0 
a+ br4-2 od ! 


[E=s 
Vat bx + 2? 
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a+ 2’ 


[aprile t vere) +6 


N 


=gya +b a+ (2-2) | (G+e+yarbere) +C. 


gee 
— 


348. Intégration de f (x, Ya -+ bx — 2*) dx; a> 0, 








Oe PS IN ERROR ee 


V a+ bx— ax = fa-+ zz, 
t= b—azVa : 
; I+ 2’ 

—__—_—___—- Va+bz—27Va Ns 
2 a 
Ya+br-+2 =p? 2 
dz = a(z2Va— bz — Va) dz i 

(1 2°)’ 


349. Troisiéme transformation quand les racines «, 6 du trindme 


a+ bx + x’ sont réelles. 


1° z? a le signe +, 


a+ bx +27 = (x —a)z, 


Gaz? ~~, (6—a)z 
t= oo 27— 1. 
oy? Ya+bx+ea se? 


2 (6—a) 2dz- 


di = a 
(1 — 2°) 


2° z’ est précédé du signe —, 


at br — x’? =(x4 —a)(6—2z), 
6+ a2? 
r= 1 
1+ 2° 
FF 5 _(6—2)2 
Va-+ bx oY = Tope 5) 
_ 2(a—6) ada 
— (t-++2") 








al aah aera fl 
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334. On peut intégrer une fonction rationnelle 


fe, YEA, Ve+0) de, 


qui contient des radicaux du deuxiéme degré portant sur deux bi- 
némes différents du premier degré. 


352. INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES. — Les différen- 
tielles bindmes sont de la forme 


a™ (a+ bx")? dz. 


On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant m 
el'z entiers et 2 >> 0; p doit étre suppose fractionnaire. 


353 et 334. Cas p’INTEGRABILITE. 


m--! 
nN 


mot 


R 





= un nombre entier, 


+ p =un nombre entier. 


353. REDUCTION DE L’EXPOSANT DE 2 HORS DE LA PARENTHESE. 


fe (a+ bz")? dz 


OY _ ett(at bay! a(m—ats) 
~ b(ap+m+1) — b(np+m-+i) 





f "(a+ bat de. 


Si m est positif et >, in étant le plus grand multiple de 7 qui 
soit inférieur 4 m, on sera ramené a l’intégrale 


ff: x (a + bat) Pele. 
356. REDUCTION DE L’EXPOSANT DU BINOME. 


[oat bey de 
(B) 
_ 2tl (at bz")? n\p-1 

se toe fe (a+ bx")? dee. 


Au moyen de cette furmule, on délera successivement de p toutes 
les unités que contient cet exposant. 


357.- L’emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l’intégrale 
f a" (a-+ bz")? dx, quand m et p sont positifs, de l’intégrale plus 
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simple 
f 2 (q+ ba \P-* dn, 
in étant le plus grand multiple de 7, inférieur 4 #, et & la partie 
entiére de p. 


358. FoRMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 7 
ET Pp SONT NEGATIFS. 








[rn a+ bore =--2 4 


(C) bin 
b(mp+n—~M+t) (nin : 
+ (m—1)a a" (a + bz")? dx, ’ 
Par cette formule, l’intégrale cherchée sera ramenée a 3 
fone (a + ba")? dz, > 
ou én est le plus grand multiple de z contenu dans m. : 
359. 
{ —p+t 
( fe (d+ bx")? dr = ant (a+ ba") Ph 
(D) an (p _ 1) 
_ m+-n-+!1 — Pr 2 —p+t 
] an (p=) f? (a+ bx")? dz. 


Si p est > 1, on raménera cet exposant a étre compris entre o et 1. 


360. 
x (ax! + bx*)? dx 


devient la différentielle binéme x**”? (a +- bx’-")? dx. 
361. m impair, 
x™ dic a (m—1)2™' 


yi-zt m ~ (m~—a2)m 


2.4...(m—1) - 
+S |vi-= + ¢ 


+... 





m pair, 

an de 

yi—z 

_ zm! (m—1)""3 1.3.5...(m—1) —— 
~~ im Um aym ee 2.4.6... =| vi . 
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TRENTIEME LECON. 


INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


362. FoNCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS ALGEBRIOQUES. 
— Si lon a, sous le signe | , une fonction algébrique d’une trans- 


cendante, multipliée par Ja différentielle de cette transcendante, 


fle) eae, [fara de, ffi2) Gav 
on pose e* ou a* ou lx = z. 


363. INTEGRALE ‘DE z*Pdr, z étant une fonction transcendante 
de zx. Posons 


. dz dz 
[Pde =0, {OZae=r, [RZae=S,..., 
fords =Qe— ake n(n 1827... 
364. EXxRMptes. 


fo (Ix)*dx = = [ u2)- = (lay 


4 MAD ya 
m 
4 a(rn—t) 3.2 "|+e 
froa=F[e- mag BOS +e, 


fare sin.x)* dx 


= ¢[a*—n(n—1) 2-?7+-2(n—1) (n2n—2) (n2—3) 4-'—...] 
+ fi — 2? [nv — n(n —1)(n—2) 2°+4...]. 


fi 2" cos 2 dz 


= sinz[2"’—r(rn—1)2"?-+2(n2—1) (7 — 2) (2 — 3) 2#-*~...] 
+ cosz[nz*'—n(n—1)(r—a)z?+...]. 
[ fl2)cosxde = [f(2)—f" (4) +f" (2) —...] sine 
septal Fra fz) =. .] cosz. 
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{F 
og? 

. og: edz 
n étant un nombre entier positif, dépend de — 


On raméne {= af da 
(la)" la 


366. INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES ET 
TRIGONOMETRIQUES. 


365. EXxempue. 








fe cosbe dr — e* (a comet? sin bx) +¢, 
. __ e* (asinbx — b cosbz) 
fi e* sin bedx = “Ta Bt +-C. 


367. Pour obtenir 


f z"e*cosbzdz et f z" e® sin bz dz, 


on remplace dans la seconde formule du n° 364 m par a-+6 --1, 
et l’on égale séparément les parties réelles et les parties imaginaires 
des deux membres. 


368. 
— f (sina, cos x) dz, 


f stant une fonction rationnelle. On pose tang = x = 2; d’ou 


. 22 1—z*\ 2adz 
f(sinz, C98 x) ax =f (5 —3) ia’ 
369 


fein cosxdzx = — 7008 ax2+C. 
I 
fiang.2de = lex tO 
dx 
sin © COS& 
dx 
sin zt 


[eevir cose =—2 2cos~ z+ C. 


= ]tangr+C. 





=ltang-2-+C 
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ya + » , a’ -+- 6? 


J rans oes = pls E+ 
asinz + bcosr ya? + 6? 2 


= sin f, 











Saivant les cas, 


a 
asinz + 6coszx-+-c 
are tang (° — 6) tang} z- 7eo+a 


2 
ve — Fh — I ye op 


A (¢— 4) tangs e+a—yai+ bi —e 
Vato (c—b)tangta+a+ya+h—e 








ou 





370. INTEGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 


rin (az +6) sin(a’x + b') dx 
sin[(a@—a')r+b6—06'] sin [(@-+a')x+b+6'] 


I 
= —- 


2{a—a’) 2(a +4’) 


On intégre un produit de sinus et de cosinus lorsque les arcs se 
présentent sous la forme ax + 5, en transformant ce produit en 
une somme de sinus ou de cosinus. 


int 2de et ecostzde, 


quand 7 est un nombre entier positif, se déterminent en dévelop- 
pant sin*.r et cos"x en fonction des sinus ou des cosinus des mul- 
tiples de xr. 


371. 


372. INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES DE LA FORME 


sin” x cos" xdz. 


sin™*'zcos"'r ana—I 


srt —_— eee 
fein xcOs zdzr = moan man 


f sin™ x cos"—? xdr. 


On sera conduit a f sin" xdz, ou f sin™ x cosxdzx, suivant que 7 


est pair ou impair. 
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373. Quand m = — 27, 
qm—t 
f tang"xdxr = a ne — fangrtxde, 
374. 


sin™-'azcos*t!'24 m—I 
‘m+n m+n 





f sin” x cos*zdxz = — f sin”-* xcos"rex, 


Par la on réduit l’exposant de sin. lorsque m est posilif. 
373. 


cos" x dx cos"*! x m—n—2 (costa 
So sine (m—x)sin tae ah sin Fa 

376. m pair, 
foinma de = = [sion 2 = a 
4 (m= 1) (m—3) 


(1 —2)(m—4) 
(m — 1) (m— 3)...3.1 
(93) (=A) sing | 
(m — 1) (m— 3)...3.1 
(m—2)(m—4)...4.2 


I. 
5 sin az 





sin”~* x +... 





+ = +. 


m impair, 





COS L m-1 m 
sin” LAL = sin x ~ sin “8 2L+., 


(m1) (m= 3) “Tye 


(m -- 2)(m— 4). 


TRENTE ET UNIEME LECON. 


DES INTEGRALES DEFINIES. 


377. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Lorsque 9(x) a pour diffé- 
rentielle f(x)dz, 9(z)+C est nommée l’intégrale indéfinie de 
la différentielle f(2)dz. Qn fixe la valeur de C par la condition 
que l’intégrale devienne nulle pour «= a. Dans cette hypothése, 


C=—s(a) ot ff(x)de=9(2) — 4a). 
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Bb 
Lexpression ¢(2) — ¢(a), représentée par la notation f f(z) dz, 
pi 


Fig. 73. est dite intégrale définie, prise entre 
' > les limites a et &, ou depuis z= a 
§ n> . "5 6° 
log “a jusqu’a z = 6. 
If | 378. StentricaTion GfoM#TaIQUE DE 
| LintkcRALe périnig. — La valeur de 








i 6 
i Vintégrale f ‘f(z)de est la surface 
cap. ** 
379. EXEMPLES D'INTEGBALES DEFINIES. 


1 
f ade = —*—, si n-+1 est posit, 
, 


SE="(@) 


1.3.5 


z 


ry 
f sin* dz = 
f 


380. InTEGRALES Dirintes CONSIDEREES COMME LIMITES DE SOMMES. 
Lintégrale déGinie f ‘f(x)dz est la limite de la somme des va- 


la 
ars infiniment petites de la différentielle f(x) dz, lorsque x varie, 
ir degrés insensibles, depuis a jusqu’a 6. 


(an—1)t 
an 2 






381. REMARQUES SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 


a 8 
f fle\de=— fla) dz. 
382. Si c est une valeur de x comprise entre a et 6, on aura 
b b 
£ fla)de= [flares fi f(x) de. 
“flelde= f Fade f “lade f Fa) da J * fla) de. 
383. CaLcuL APPROCHE D’UNE INTEGRALE DEFINIB. — Soit (2) 


e fonction de = telle, que l’on ait (x) < f(z) pour toutes les 
leurs de x comprises entre a et 6: 


[ferde> [Pyaae. 
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Si y(2} est une fonction de x telle, que l’on ait ¥ (2) > flx 
dex=aax=b6,onaura ” 


a < fx(z)ae, 


384. EXEMPLE. 


@eee 





385. NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


TRENTE-DEUXIEME LECON. 


SUITE DES INTEGRALES DEFINIES. — INTEGRATION PAR LES SERIES. 


386. DES INTEGRALES DEFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 


oo] 
DEVIENNENT INFINIES. — L’intégrale f F(a) dx, f(z) restant finie 
a e 


b 
et continue, est la limite de f f(x) dx, quand 6 croit indéfiniment. 
a 





[o 2] 
387, 1° f » ede xt. 
4) 
(eo) 
a° { e*dx = @. 
Oo 
30 ede 
59 +c? 26 
° . Cdr _ 
4 f 77°: 
aoe) 
5° | cosxdx est indéterminée, 
Oo 
388. 
fix) = 212, 


w(2z), fonction finie pour toutes les valeurs de x. 





. v . . 
PA ayes T= Sh, OR Ee en 


eric 
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to a] 
Si z > 1, Vintégrale f f(z) dx a une valeur finie. 
a 
Si 2 $1, cette intégrale a une valeur infinie. 


389. INTEGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE SIGNE f 


DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE L INTEGRATION OU A CES 


ab 
LimiTes.— Quand f(b) =o, | F(x} dz est la limite de l’intégrale 
a 
b—« 
f f(x)dx, loraque ¢ décrott jusqu’a o. 
a 


b 6b 
Si f(a) = o,f f(x) dz est la limite do f(2z)dz, quand« 
a ate 
décroit jusqu’a o. 
Si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une quantité comprise 
entre a et 4, on pose 


b c—e 6 
f f(z) de = lim f° f(z) dz + im f f(z) dz, 
a a C+y 
quand ¢ et » décroissent jusqu’a o. 


390. Supposons f(&) == ©: soit 


n(x) 


f=) = Goa 


$ 


n étant un nombre: positif et x(2) une fonction qui ne devient pas 
infinie lorsqu’on fait 2 <6. 


2b 
Sinest <1, | f(z) dx a une valeur finie. 

a 
Si ’onan>1 ou 2 =1, lintégrale proposée est infinie. 
301. EXEMPLES. 


392. DES INTEGRALES INDETERMINEES. — L’intégrale 


a«>v,b> 0, est indéterminée. 
393 a 396. INTEGRATION PAR SERIES. — Si 


fla) =utu,tu,t...t4, 
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on aura 


b b 5 b 
[ fae=f ude f nde f U,dx-+-... 
a a a a 
b 
+f UAL -+-..., 
a 


formule encore vraie méme si la série uv, +- v,-+- u,-+-..., conver- 
pente quand x est moindre que 4, devient divergente pour x = 8, 
pourvu que la derniére série soit encore convergente. 

En général, si la formule de Maclaurin donne une série conver- 
gente, 








f(z) =f(o) + 2f"(0) += f"(0) +4 fo) + 
on aura 
[fl2)ae= C+ xf(o) += f"(0) + = f¥(0) sb sees 


a 


TRENTE-TROISIEME LECON. 
QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


397. FORMULES GENERALES. y = f(x), équation de CD, 


Fig. 78. 


b 
aire ABCD = f flax) dz. 
. a 


Axes obliques (6 langle des axes), 





6 
aire ABCD = siné f f(x) dz. 
a 


b 
398. f F(x) dx représente la différence entre la somme des seg- 


Fig. 80. ments situés au-dessus de l’axe des x 
et la somme des segments situés au- 
dessous. 


399 (fig. 80), 


aire CC’M’M =[(y—r'\ae. 
a 
32 





498 TABLE ANALYTIQUE 
400. Exemries. — Parabole quelconque, 
Fig. 81. 


yx" =_ pz", 
met n étant positifs. 


. n 
aireOMP = man zy. 

La parabole partage le rectangle OPMC 
dans le rapport constant de 7; m. 





401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui jouissent de 
cette propriété, 


402. Courbe du genre Ayperbole donnée par |’équation 
Fig. 82. 





| xny" = Pp, 

’ 

met n étant deux nombres entiers positifs. 
G 
c R > Mm, OA = a. 
Mf 

_’ 3 kn 1f n—m n—m 

a aire ACMP = p?\2z2 ®™ —an ), 
| n—m 


La surface ACGH tend vers une limite finie, 4 mesure que le 
point G se rapproche de plus en plus de l’asymptute Oy. Cette 
limite est dans le rapport constant de z 4 2 — m avec le rectangle 
OPMQ = zy. 


403. Réciproquement, il n’y a que les courbes comprises dans 
Péquation x" y" = p qui jouissent de cette, propriété. 
Fig. 83. 404. Cercle, 


4 yVytv=a’. 


C 
M iF 2 2 
tAYa—Zz a . & 
/ COPM = cya—~a a sin —e 
2 . a a 
a ae 


PY bg 
secteur OCM = - arc CM. 


405 Ellipse, 
ay + bx? = ab’, 


Le segment elliptique OPMB et le segment circulaire OPNC, qui 


Ee eee ee ee 
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correspondent & la méme abscisse, sont entre eux dans Je rapport 
Fig. 84. constant de 5 a a. 

y La surface de l’ellipse est moyenne 
proportionnelle entre les surfaces des 
deux cercles qui ont pour diamétres 
respectifs les axes de I’ellipse. 





406. 
secteurOBM 6 
secteur OCN a 
407. Hyperbole, 
Fig. 85. - 
y= oe —a’. 
¥ 
7_ 72 
M AMP bx x? a 
2a 
o| A P £ — ab, (stve—e) ° 
2 a 


408. Cycloide AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD, 


Fig. 86. dx = dy (=. 
J 
. J 
aire AMP = f yax 
oO 


yo 
=f dy Jaay —y*. 
0 


AMP = segm. ANQ. 





L’aire comprise entre la cycloide et sa base est égale a trois fois 
aire du cercle générateur. 


409. QUADRATURE DES COURBES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 
Fig. 87. POLAIRES. — Si uz désigne aire du 


7 secteur COM, on aura 


¢ secteur OCM = u = x fr dé, 
2 : 


0 L cette intégrale ayant pour limites les 


valeurs de 6 qui correspondent aux points C et M. 
32. 


-_ * . 
rl 
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M0. Spirale logarithmique, r = ae™9, 


Fig. 88. 
OC=r', 
Mi 
C — _' 7,2_ »_A 
w= T(r r’). 
, Oo 


411. La quadrature des aires curvilignes est quelquefois rendne 
Fig. 89. plus facile par emploi des coordon- 
nées polaires. 
Exemple, folium de Descartes, 


vty’ —ary=o. 





TRENTE-QUATRIEME LECON. 


RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 
442. FonMULE GENERALE. ' 
dy? 
s= fas 1+. 
443. PARABOLE. y* = apz. 


sat +P, Py (ztverr). 
ap 2 P 


444, Extipsz. — Arc d’ellipse BM (jig. 84, p. 499), compté a 
partir du sommet B du petit axe, 


? ———_$___— 
saaf do V1 — e*sin’9. 
0 


s= a(p— ie [ageing —2Fe' [apein'g 


1.1.3 . .g 
—74.6° fagsin g—--+)- 


415. 
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446 a 448. Quart de l’ellipse, 





1.3.5.7 ,\’ 
(55¢) —...]. 
419. HrpenpotE. a7? — 5? 2? = — a’ 6’, 


1a a (? /1 1 cos? 1.2.3 cos’ 
$= ae tangg—- 27 — f (35 T+ 7% pit) de 











e€ 24 


On intégre cos"edq, m pair, en faisant [formule (F) du n° 373], 


rua 
=a P- 


420. Cycitoipe. — Voir n° 234. 


TRENTE-CINQUIEME LECON. 
CUBATURE DES SOLIDES. 


421. CUBATURE DES SOLIDES DE REVOLUTION. V, volume engendré 
par la révolution de CAMP autour de 


Oz, 
v= m [ytde. 





422. Volume engendré par I’aire CMM’C’, en désignant MP par y 
Fig. 92. et M’P par y’, 


Van {(y?—y%) de, 
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423. CUBATURE DE L’ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


Fig. 93. 2 3 
ie. 98 vol. AMP = me (a2? —- 3)" 
¥ a 3 
Volume de I'ellipsoide entier, 
A Po v= 4 nb? a. 


Volume engendré par la demi-ellipse tournant autour du petit axe, 


, 


_4_ssy 
V= 37a b. 


424. VOLUME ENGENDRE PAR LA REVOLUTION D'UNE CYCLOIDE. — 


Solide engendré par le segment AMP (fig. 86, p. 499), tournant 
autour de Aw, 


ed 


V = ra segm AQN —§ (aay —y?)?. 


423. VOLUMES QUI PEUVENT 8 OBTENIR PAR UNE SEULE INTEGRA- 
TIon. — Ceux ov aire a de la section faite par un plan paralléle 
au plan yOz est fonction de la distance de ces deux plans. 


Le volume compris entre deux plans paralléles & »Oz menés a 
des distances a et 6 s’obtiendra par la formule 


& 
v=[ wdx. 
a 


426. Axes obliques, 4 étant l’angle que font les plans de section 


avec l’axe Oz, 
V= sind fu dx. 


427. Céne a hase quelconque. 


428. Ellipsotde rapporté 4 ses axes principaux, 


Volume entier de l ellipsoide, 


4 
3 tabe « 
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429. Ellipsoide rapporté 4 trois diamétres conjugués obliques, 


2 2. 2 
7 4%4+5,=1. 


a” 6”? Cc? 
ya The sinesin} (gre 2). 
a 3 
Ellipsotde entier, 
4 rea’ Ble! sin sind. , 


430. Tous les parallélipipédes construits sur les diamétres con- 
jugués d’un ellipsoide sont équivalents au parallélipipéde rectangle 


construit sur Jes axes. 


43]. VOLUMES TERMINES PAR DIVERSES SURFACES. — Une surface 
quelconque CDEF 


Fig. 98. 
F(a, y, 2) = 0% \ 


deux plans paralléles a )Qz, 
menés aux distances OA =a, 
OB = 4b; deux cylindres droits 


Y=9(z), H= v(x); 
une seconde surface C’D’ E’ F’ 
F(z, Ns z) = 0. 
x 
H \e—2,)dy. 





- 432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se réduisent a des 
pians paralléles a zOy, 


b e 
v={ de f (2 — 2,) dy. 
a c 
6 x 
v= f ae" ey, 
a o(x) 


' 433. 


volume compris entre une surface quelconque, le plan xy, deux cy- 
lindres paralléles 4 l’axe des z et deux plans paralléles au plan zOy. 


434. Volume d’un corps quelconque terminé de tous cétés par 
une surface dont I’équation F(z, 7, 2) = o est connue. 
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Imaginons un cylindre circonscrit 4 .a surface, parallélement 4 
Fig. 99- axe des 2; 


¥(z, 7) =0 


représente la trace du cylindre sur le 
plan xy, courbe fermée; en la cou- 
pant par un plan paraliéle a 7Oz, on 
aura deux ordonnées y = 9(z) et 
y= 9, (2). 

Si z = MP, z, = M’P sont les deux 
valeurs de z tirées de I’équation de la 
surface, on aura pour le volume du corps 


= fae ("e—aay 
a J 


TRENTE-SIXIEME LECON. 


INTEGRALES MULTIPLES. — AIRES DES SURFACES COURBES. 








435. DES INTEGRALES DOUBLES. — Toute expression ou il entre 
deux intégrales relatives 4 des variables différentes est une inté- 
grale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu’on assigne les limites des 
deux intégrations, indéfinie dans \e cas contraire; on la représente 
par f f zdazx dy. 

. b (2) 
436, 437. Une intégrale double f dx {*~ ‘zay est la limite de 
a p (x) 
.a somme de tous les produits de la forme z Ax Ay entre les limites 
des deux intégrations. 


438. INTEGRALES TRIPLES. — Soit U = f(z, y, z) une fonction 
de trois variables indépendantes x, y, z. 


b HC) F(z, Me 
J Soo, ® See 
a p (2) (2,7) 
Cette expression se nomme intégrale triple ; on la représente aussi 


par 
(fe Udxdy dz. 
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Ona 


6 z F(a, 
fal" a fade = io LSS (vas ayes) 
a (2) f(z, 7) 


439. THEOREME SUR L’ORDRE DES INTEGRATIONS. 


b b! b! b 
f as f (s—5)ar= f al (2 —z,) de. 
a a’ a’ a 


440. DE LAIRE DES SURFACES COURBES. — L’aire d’une surface 
courbe, terminée 4 un contour quelconque, est la limite de l’aire 
d’une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en dimi- 
nuant toutes indéfiniment, tendent 4 devenir tangentes 4 la surface 
considérée. 

La surface polyédrique a une limite. 


444, Soit A l’aire de la surface; si p et ¢g sont les dérivées par- 
dz 


dy tirées de |’équation de la surface, on a 


a= f {vi + p+ qq dxdy. 


442. AIRE DES SURFACES DE REVOLUTION. 


b ny NE | 
dy\? 
Asan [ ye y/r+ (2) ° 


En désignant par s un arc compté a partir d’un point fixe, on a 


oy 
Asan { yds. 
a 


443. SURFACE DE LA ZONE. --- Zone engendrée par la révolution 
Fig. 103. de l’are de cercle CD tournant autour 
du diamétre OL. 


. dz 
tielles Ta et 


OA = a, 
OB = 3, 





A = anR (b—a) = anR x AB. 


444, SURFACE DE L’ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. — Surface engen- 
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drée par la révolution de l’arc BM, 


Fig. 104. xbe eo, a _ 4 
y A= —(2rq/-,—2°+ — are sin — }- 
a ec e a 


445. Si lon fait « =a dans Vexpression 
précédente, et si l’on prend le double du ré- 
sultat, on a 
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pour la surface totale de |’ellipsoide. 
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si Yon fait 2 =a, on aura, en doublant, pour la surface totale de 
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ou bien, en remplagant 6’e? par sa valeur 6? — a’, 
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447. Si l’on suppose e = 0, on retrouve 4a’ pour la surface de 
la sphére. 


FIN DU PREMIER VOLUME. 
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